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A^RTISSEMENT DE LA TROISlfiME EDITION. 



Dans cette nouvelle edition, nous avons eclairci et 
ameliore plusieurs theories; celle des roues dentees 
a et6 completee par 1 'exposition du trace des engre- 
nages cylindriques. De nouvelles figures ont ete in- 
tercalees dans le texte. Nous n'avons rien change a 
I'ordre des matieres. C'est celui que les travaux des 
plus illustres geometres, depuis Archimede jusqu'a 
d'Alembert, ont consacre, et qui pent se resumer en 
ces termes : prendre la science de TequiUbre pour 
base de celle du mouvement. 

Toutefois, il est a propos de rep6ter ici ce que 
nous disions en tete de Tedition precedente. Nous 
somnies loin de repousser, comme introduction a un 
Cours de Mecanique, les notions preliminaires sur le 
mouvement considere ind6pendamment des causes 
qui le produisent. Les Elements de Cinematiquej bien 
que places dans la troisieme Partie de cet Ouvrage 
(quinzieme et seizieme Le^on), y forment un Cha- 
pitre a part que le lecteur pourra, s'il le juge utile, 
aborder immediatement. 



PREFACE DE U PREMIERE EDITION 



(1866). 



L'enseignement' de la M6canique dans les Lycees 
a subi depuis i852 des modifications profondes, que 
Ton s'accorde generalement a regarder comme trop 
radicales. Pendant nombre d'annees, cet enseigne- 
ment etait reste borne a la Statique, sur laquelle 
Tillustre PoiirsoT avait compose un Traiti Udmen- 
tairCy modele de clarte et d'elegance. Cependant 
beaucoup de bons esprits , tout en reconnaissant la 
necQSsite d'enseigner les principes de Fequilibre des 
forces, regrettaient qu'on s'arretat Ik, et qu'on laissat 
les jeunes gens exposes a en tirer des consequences 
fausses sur les machines a Tetat de mouvement. II 
€ut siifE, pour prevenir ce danger, de faire suivre 
les Elements de Statique des notions essentielles sur 
le mouvement et sur le travail des forces dans les ma- 
chines. 

II n'en a pas et6 ainsi. Bien que la theorie de 
Tequilibre n'exige point Tetude prealai>le du mou- 
vement que les forces sont capables d'imprimer k 
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leurs points" d'application, la Statique s'est effacee 
pour faire place a la Cinematique et aux premiers 
Elements de Dynamique; la composition des forces a 
ete subordonnee a la composition des vitesses. Deux 
Cours ont ete institues sur ces bases : Tun dans la 
classe de Mathematiques speciales, destine aux candi- 
dats aux Eco I es Poly technique, Normale, Centrale, etc. ; 
I'autre, beaucoup plus elementaire, dans la classe de 
Rhetorique, destine aux aspirants au baccalaureat es 
sciences. 

Le premier de ces Cours, ou les questions relatives 
a la composition des accelerations dans le mouvement 
curviligne, au calcul des pertes de travail dues au 
frottement, au principe des forces vives, etc., ten- 
daient a prendre d'annee en ann6e des developpe- 

ments exageres, reclamait des modifications; mais 

* 

tout a coup il a cesse d'exister, la Mecanique cessant 
elle-meme de faire partie des connaissances exigees 
pour Tadmission a TEcole Poly technique. 

II ne restait done plus que le Cours elementaire, dit 
de Mecanique physique et experimentale, Ici les lois de 
• la composition et de Tequilibre des forces etaient 
plutot 6nonc6es qu'etablies. Les lacunes 6taient mul- 
tipliees. Des matieres qui doivent faire partie, soit des 
Cours de Physique, soit de Tenseignement secondaire 
special f y figuraient a la suite de Tetude fort incom- 
plete des machines simples. Cet enseignement, hetero- 
gene et mal assis, n'a donne que de faibles resultats ; 
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et, dans ces demiers temps, les Conseils d'instruction 
des Ecoles imp6riales Militaire et Forestiere se sont 
acoordes pour demander qu'il fut change. 

Le plan d'etudes des Lyc6es, pour Tannee scolaire 
1 865- 1 866, reconstitue Tenseignement des Elements 
de Mecanique, de maniere a rem6dier aux inconve- 
nients qui viennent d'etre signal6s, et a r6pondre aux 
besoins des Ecoles sp6ciales. C'est conformement k ce 
nouveau plan que j'ai r6dig6 ces Lemons. 

La Statique reprend la place qui lui convient ; elle 
est suivie des Elements de Cinematique et de Dyna- 
mique. Dans la premiere Partie de TOuvrage, j'ai 
souvent pris pour guide le Trait6 de Poinsot. Gepen- 
dant je m'en suis ecarte pour ce qui concerne Tusage 
des couples, L'exp6rience acquise par plus de vingt ans 
d'enseignement dans les Lyc6es me permettra de dire 
que les Aleves se font difficilement une idee juste de 
ce que Poinsot appelle V action ou V effort d'un couple, 
et de \ invariahiUtd de cette action quand le couple 
vient a etre transport^ parallelement k lui-menxe. 
J'ai done renonc6 k presenter cette th6orie, quelque 
ingenieuse et f^oonde qu'elle soit ; du reste, elle a sa 
place marquee dans tout Cours complet de Mecanique 
rationnelle. 

Je ne dois pas omettre de citer un Ouvrage que Ton 
consiJte toujours avec fruit, et ou les prinp ipes de la 
science sont exposes avec autant d'elevation que de 
methode, le Cburs de Mecanique de M. Duhamel. 
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Je rappellerai enfin le nom d'un savant dont la 
memoire est chere au corps enseignant, et auquel 
sont dus bien des perfectionneraents qui ont cours . 
aujourd'hui, sans nom d'auteur, dans Tenseignement 
secondaire. Sturm ne touchait pas a une theorie 
mathematique sans Telucider. J'ai puise, dans mes 
entretiens avec <^€ maitre eminent, d'utiles indica- 
tions qui ont passe jadis dans mes Lemons de Meca- 
nique du Lycee Louis-le-Grand , et se retrouveront 
dans cet Ouvrage. 

Mon but serait atteint si, en donnant » mes jeunes 
lecteurs des id6es exactes sur les elements de la Meca- 
nique, j'6tais parvenu a leur inspirer le gout des 
fortes etudes et le desir de penetrer plus avant dans 
une science si feconde en applications. 
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Programme. — Notions sur les forces. — Condition d'egalite de deux forces. 
— Leur evaluation num^rique. — Gomparaison des forces aux poids k 
Taide du dynamom^tre. — On admet qiie deux foYces ^gales et contraires, 
appliquees a deux points lies par une droite invariable de longueni^ et 
agissant dans la direction de cette droite, se font equilibre. — Translation 
du point d'application d'une force en un point quelconque de sa direction, 
qu'on suppose li^ inTariablement au premier. • 

1 . Definitions, ^ — On appelle nudiere tout ce qui peut • 
affecter nos sens : la terre, Teau, Tair nous pr^sentent.Ia 
matiere dans ses divers etats. 

Un corps est une portion determinee de matiere. 

On dit qu'un corps est en repos ou en mouv^ement, selon 
que sa position dans Tespace reste constatnment la m&me 
ou qu'elle change d'une maniere continue. On ne peut 
juger de Tetat de repos ou de mouyement d'un corps qu'en 
rapportant sa position a celle d'autres corps que ToA con- 
sidere comme fixes. Or nous ne connaissons ^ns Tespace 
aucun poinL absolument Jixe; par suite, tons les etats de 
repos et de mauvement que nous observons sont necessai- 
rement relatifs. • • 
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Cependant notre esprit coii9oit parfaitemeut le repos et 
le mouvement absolus. 

Tout corps est mobile, c'est-a-dire qu'il peut occuper 
successivement differentes positions dans J'espace; mais 11 
ne se meut pas de lui-meme. Toutes les fois qu'un corps 
passe, sous nos yeux, du repos au mouvement, nous aper- 
cevons que ce changement est du a une cause exterieure 
qui agit sur lui. A la verite, ce n*est la qu'un mouvement 
relatif 5 mais, procedant par induction, nous nous.elevons 
a cette proposition generale, dont la verite est confirmee 
par r accord constant qui existe entre les consequences 
qu'on en tire et les phenomenes observes, savoir : 

Un corps en repos restera indefiniment dans cet etat, 
si une cause exterieure ne uient a le mettre en moui^e- 
ment (*)* 

Cette cause quelconque de mouvement s'apppUe 'force. 

2. Notions sur les forces. — Condition d*egalite de 
deux forces, — » Equilibre. — E {Valuation numerique des 
forces, — II existe des forces de differcntes natures^ telles 
sont : 

La pesanteur ou grai^ite, qui fait tomber les corps vers 
la terre des qu'ils sont abandonnes a eux-memes^ les af- 
tractions et repulsions moleculcdres, dont les eifets se ma- 
ni^stent avec energie dans les machines a vapeur, dans 
Temploi des ressorts, etc. *, \es forces electriques et magne- 
tiques; V action musculaire de Tliomme et des animaux. 

II y a trois choses a considerer dans une force : 

1° Le point d' application. C'estune partie, infiniment 
petite en tons sens, de la matiere du corps, sur laquelle la 
force exerce directement son action. Ce point materiel ne 
doit pas 6tre confondu avec le point sans etendue, tel qu'on 
le consid^re en Geometric \ cependant, comme ses dimen- 



C^*) La loi de Vinertie, dont cette proposition n'est qu'une partie, sera 
completee dans la seconde Partie du Oours. 
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sions sont infiniment petites, sa position dans i'espace se 
determine de la meme maniere que celle du point geome- 
trique. 

tin corps de dimensions finies pent ^tre regarde comme 
Tassemblage d'un nombre infini de points materiels. 

2° La direction. C'est I'element de ligne droite que la 
force tend a faire parcourir a son point d' application, dans 
le premier instant, et que celui-ci parcourrait effectivement 
s'il etait entierement libre. Par exemple, la direction de la 
pesanteur est la ligne suivant laquelle les corps tombent en 
chute libre : elle est perpendiculaire a la surface des eaux 
tranquilles, et on la nomme ^verticale. 

3^ Uintensite, Deux forces sont dites ^gales lorsque, 
etant appliquees, en sens contraire I'une de Tautre, a tm 
m^me point materiel libre et en repos, elles ne lui commu- 
niquent aucun mouvement^ on dit alors que ces deux forces 
se font equiUbre. 

Deux forces ay ant ete reconnues egales, si, au lieu de les 
opposer Tune a F autre, on les applique au m^me point, 
dans la m^me direction, elles sajoutent pour former ce 
qu'on appelle une force double. Ainsi une force double 
d*une autre est une force capable de remplacer deux forces 
egales a cette autre et agissant sur le m^me point, dans la 
m^me direction. 

II reviendrait au meme de dire qu'une force double d'une 
autre est la force capable de tenir en equilibre rensemble 
de deux forces egales a cette autre, appliquees au m^me 
point et en sens oontraire de4a premiere. 

Pareillement, la reunion de trois, quatre, . . . forces egales, 
appliquees au meme point et dans la m^me direction, for- 
mera une force triple, quadruple,. . . des premieres. 

Ainsi les forces peuvent, comme les autres grandeurs 
deja considerees en Matbematiques, ^tre evaluees en nom- 
bres : il suffit pour cela de les rapporter toutes a une force 
convenue prise pour unite. 



I. 
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3. Comparaison des forces aux poids a I'aide du rf^- 
namometre. — Leur representation geometrique. — U 
importe de bien comprendre que toutes les forces, quelle 
que soil leur nature particuliere, sont des grandeurs homo- 
genes et, par suite, comparables dans leurs effets a Tune 
d'elles, la pesanteur par exemple. 

Observons d'abord que, lorsqu'une force est appliquee a 
un corps gene par un obstacle, il arrive souvent qu'aucun 
mouvement n'est produit. Et cependant TeflFet de la force 
n'est pas nul \ il se traduit par une pression exerc^e sup 
Tobstacle. 

Ainsi, quand nous soutenons un corps pesant avec la 
main, nous ressentons la pression qu'exerce la pesanteur. 

Cette pression est ce que Ton appelle le poids du corps. 

Au lieu de tenir le corps a la main, si on le suspend 
par un crochet au milieu. c d*une lame d'acier horizon- 
idXejab {fig- i) posee librement sur deux appuis, Teffet de 




la pesanteur se manifeste par une flexion du ressort ^ la lame 
se courbe et prend la forme ac'h, L'experience, d'accord 
avec la theorie de la resistance des materiaux a la flexion, 
apprend que la fleche cc' est proportionnelle a la force ap- 
pliquee au ressort, du moins tant que celle-ci ne depasse 
pas une certaine limite. ^ 

Pression, flexion sont des effets similaires de la force 
sur Tobstacle ou sur le lien physique qui s'oppose au mou- 
vement. 

Cela pose, il est facile de comprendre la disposition let 
Fusage des dynamometres (i'ivttfitfy force ^ fitirpovy mesure). 
Ce sont des instruments, de forme variable, qui servent a 
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mesurer les intensites des forces* Le principe du dynamo- 
m^tre a une lame vient d'etre indique (fig' i). Prenons 
pour unite de poids le kilogramme, c'est-a-dire le poids 
d'un decimetre cube d'eau distillee, a la temperature de 
4 degres. Suspendons successivement a la lameai des poids 
croissant de kilogramme en kilogramme, par exemple de 
3o, 3i, 32,. . ., 4^ kilogrammes; elle flechira de plus en 
plus, et Ton pourra mesurer a chaque fois la longueur de 
la fleche. Cela fait, si Ton vient a appliquer au ressort, nou 
plus un poids, mais une force de nature quelconque, par 
exemple celle d'un cheval s'exercant par Tintermediaire 
d'une corde, et que celle-ci produise la m^me flexion qu'un 
poids de 38 kilogrammes, on dira que la force de traction 
du cheval est de 38 kilogrammes. Cest ainsi que le kilo- 
gramme pent ^tre pris pour unite de force. 

Les dynamometres les plus usites sont a deux lames : ils 
ont I'avantage de doubler les flexions. L'un des plus conve- 
nables a ^te imagine par M. Poncelet. U se compose e|sen- 
tiellement de deux lames d'acier egales et paralleles a&, 
afb* {fig' a)) dont les extremites sont unies par des boulons 

Fig. Q. 




a deux petites brides rf, rf', de maniere a former un rec- 
tangle. Les lames peuvent tourner librement autour des 
boulons y et chacune pent flechir sans que Tautre lui fasse 
obstacle. EUes portent en leurs' milieux des crochets ou 
anneaux dont I'un s' attache a un obstacle fixe, tandis que 
la force de traction est appliquee a Tautre. On mesure d'a- 
bord la distance de ces points milieux, quand aucune force 
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n'est appliquee a rinstrument, puis I 'augmentation de dis- 
tance qui r^sulte de Taction d'une force. Cette augmentation 
est proportionnelle a I'intensit^ de la force. 

It va de soi que Ics m^mes lames ne peuvent servir pour 
mesurer de petites et de grandes forces. La pratique a mon- 
tre que la il^Ke d'une lame ne doit pas depasser le ^ de sa 



Le djnamom^tre de Regnier [fig. 3) est fond4 sur le 
. Fi«. 3. 




m^me principe. Les variations de flexion du ressort a deux 
branches AB sont representees, amplifiees par le mouvement 
d'une aiguille qui toume autour du centre d'un secteur cir- 
culaire en cuivre. Ce secteur est invariablement lie k I'une 
des branches du ressort, tandis que I'aiguille est soumise a 
Taction d'un repoussoir que porte Tautre branche. Le Hmbe 
du secteur a ete p real able ment gradue, en suspendant, 
comme on Ta dit plus haul, a Tune des branches une serie 
de poids croissant de kilogramme en kilogramme, et en in- 
scrivant chacun de ces nombres au point du limbe on I'ai- 
guille s'est arrfitee. 

(*) Si, au lien de.laisser aUT lames ab, a'b' une egale epaisseur 

(*) Les pasBagea imprim^g en petits caracUres peuient Mra omis b la 
premiere lecture. lU renferment en gvn^ral des developpements non eiiges. 
Cependant nous lea recommandons k I'BttentTon des candjdats aux Ecoles 
speciales. 
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sur toute leur longueur, on leur donne une forme telle, que le 
profil longitudinal de la face ext^rieare de chacune d'elles soit 
parabolique, la face interieure demeurant plane, la sensibilite de 
r instrument sera doublee. Car, pfour les memes efforts, la fjpxion 
d'un ressort parabolique est double de celle d'un ressort rectangu- 
laire. Cette forme offre un autre a vantage : c'est que la resistance 
a la rupture est la meme en tous les points ; tandis que, dans une 
lame a faces parall^les, le point de moindre resistance, le plus 
expose a la rupture, est le milieu du ressort. 

On peut aussi adopter la disposition representee dans les 
fig, i el^, Une lame d'acier AOB est recourbee en son 

» 

Fig. 4. 








milieu : a ses extr^mites sent fixes deux arcs en fer, dont 
Tun AC passe librement a travers une ouverture pratiqu^e 
dans la branche inferieure OB et porta un crochet de sus- 
pension, tandis que Fautre BD traverse une ouverture pra- 
tiqu^e dans la branche superieure et se termine par un 
anneau. Si Ton attache celui-ci a un point fixe ou qu on le 
tienne a la main, et que Ton suspende des poids au cro- 
chet C, les points A et B se rapprocheront, et Ton pourra 
marquer a chaque fois, au point de Tare exterieur BD oii 
s'arr^te Textr^mite de la lame que oet arc traverse, le 
nombre de kilogrammes correspondant. L'instrument ainsi 
gradue, place. dans la position indiquee par Isifig. 5, four- 
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nira eu kilogrammes la grandeur d'une traction queleonque, 
qui ne depasse pas la limite d'^lasticite du ressort. 

n est commode de repr^senter les intensites des forces 
par des longueurs proportionnelles que Ton porte sur leurs 
directions, a partir du point d'application, et dans le sens 
meme ou elles agissent. C'est ce que nous ferons constam- 
ment : les enonces des theoremes prendront ainsi une forme 
g^ometrique qui se gravera plus aisement dans la memoire. 

4. Divisions de la Mecanique, — Lorsque plusieurs 
forces sont appliquees a un corps ou syst^me de corps, dont 
les diflTerentes parties sont lieesi entre elles de telle maniere 
que Ton voudra, les liaisons font que chaque point ne pent 
ceder isolement a la force qui agit sur lui, et il peut arriver 
m^me que ces forces ne communiquent au systeme aucun 
mouvement. On dit alors qu'il y a equilibre. 

La Mecanique est la science qui traite de Tequilibre et 
du mouvement. On donne le nom de Statique a la partie de 
cette science qui recherche les lois de Tequilibre des forces. 
L'autre branche de la Mecanique, qui a pour objet de deter- 
miner ks mouvementfi que prennent les corps quand Tequi- 
libre n*a pas lieu, se nomme Djnamique. C'est par la Sta- 
tique que nous commencerons. 

M. Poinsot fait observer avec raison, dans son Traite de 
Statique, que pour etablir les lois de Tequilibre des forces 
il n'est pas necessaire de connaitre prealablement les divers 
mouvements qu'elles seraient capables d'imprimer a leurs 
points d'application, eu egard a leurs directions et a leurs 
intensites, si ces points etaient libres de cedi^r a leur actioi^^ 
mais qu*il suffit de considerer les forces comme des gran- 
deurs homogenes, susceptibles de se detruire mutuellement 
lorsque certaines conditions sont satisfaitj^s. Ce n'est que 
plus tard, quand on veut passer de requilibre au mouve- 
ment, que de nouvelles donnees, relatives a Teffet actuel des 
forces sur la matiere, deviennent n^cessaires. 
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En pla^ant ainsi la Statique avant la Dynamique, nous 
aurons non-seulement Tavantage d'aller du simple au com- 
pose, mais encore celui de suivre I'ordre chronologique des 
decouyertes de la science, lequel ne difiGere pas d'ailleurs de 
I'ordre logique. Le genie d'Ardum^e avail cree la Statique 
et en avait tire d'importantes applications bien des siecles 
avant que la Dynamique format corps de doctrine -, et le prin- 
cipe de d'Alembert permet de ramener toute question de 

mouvement a une question d'^quilibre (*). 

f 

S. Du corps solide, tef qu^on le considhre en Mecanique, 
— TJn corps soUde sera, pour nous, un simple assemblage 
de points materiels li^s entre eux par des droites rigides et 
inextensibles, de maniire a former une figure invariable. 
On con^oit que, pour determiner les conditions d'equilibre 
des forces, on fasse d'abord abstraction de pkisieurs pro- 
prietes des corps naturels; autrement le probl^me serait 
d'une complication telle qu'il cesserait d'etre abordable aux 
Matbematiques. Ainsi nous n^gligerons la compressibilite 
de la maliere, propriete en vertu de laquelle tous les corps 
de la nature se deforment un tant soit peu par suite des 
efforts auxquels ils sont soumis. Cette deformation est gene- 
ralement tres-petite^ et si Ton con^oit que le corps (levier, 
poulie, treuil, etc.) ait subi, sous Taction des forces consi- 
derees, le leger cbangement * que celles-ci tendent k lui 
imprimer, ce sera en realite a cette figure nouvelle, extr6- 
mement peu differente de la premiire, que se rapporteronf 
les conditions d'equilibre auxquelles nous parviendrons. 
Nous negligerons aussi, tout d'abord, le poids des corps, 
bien que la pesanteur agisse sur toutes les parties mate- 
rielles qui les constituent : nous nous r^servons de tenir 
ensuite compte de Qette force en I'associant aux autres. 



{*) Voir, pour plus de developpements sur ce point de doctrine, I'inte- 
ressante Preface du Cours de Micanique de M. Duhamel ( a* edition )• 
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6. Corps libre. *-t Corps gene. — Au point de vue de 
la Statique, un corps solide peul etre place dans deux con- 
ditions differentes : 

Ou bien il est libre, c'est-a-dire qu'il pent prendre indif- 
feremment, sous Taction des forces qu'on lui applique, telles 
positions que Ton veut dans Tespace; 

Ou bien il est gene, c'est-a-dire que certains obstacles, 
consideres comme inebranlables et invariablem^nt lies au 
corps, restreignent les mouvements qu'il est susceptible de 
prendre. Pap exemple, s41 existe un point fixe dans un 
corps, celui-ci n'aura plus que la liberie de pirouelter en 
tons sens autour de ce point. S'il existe un axe fixe, le 
mouvemenl sera encore plus restreint ; car chaque point ne 
pourra que decrire ^un arc de cercle dont le plan sera per- 
pendiculaire a Taxe et le centre sur cet axe. 

Nous nous occuperons d*abord du corps solide entiere- 
inent libre. Le cas du corps g6ne se deduira.du precedent. 

7. Resultante et composantes, — Considerons un corps 
solide ou systeme de points (Jig- 6) A, A', A'', A!'\, . . , 




invariable et parfaitement libre dans Tespace, auquel sont 
appliqu^es des forces en equilibre F, F', F'^, F''', .... Si 
Ton vient a appliquer au point A une nouvelle force R, 
egale et contraire a la force F, Tequilibre sera detruit •, et, 
puisque I'effet des forces primitives etait nul, le corps se 
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mouvra en verlu *de cette seule force R. Mais, d'un autre 
c6t^, on pent dire que, la force R annulanl la force F, le 
corps n'est soumis qu'a Taction combinee des autres forces 
F', F^\ Y"'^. . . . Ainsi la force R produit a elle seule le 
m^me effet (quel qu'il soit) que le systeme des forces F', 
F'', F''', . . . , et peut consequemment les remplacer. 

Lorsqu'une force unique peut ainsi en remplacer plu- . 
sieurs autres, on la nonime resultant^, et celles-ci prennent, 
a regard de l^r resultante, le nom de composantes. 

Ainsi, dans le cas que nous venous de considerer, la 

force R sera dite la resultante des forces F', F''', F''', 

Remarquons que cette resultante est 6gale et contraire a F ; 
on peut done formuler cette proposition, qui nous sera 
tres-utile par la suite : Quand plusieurs forces sefont equi- 
libre sur un corps solide libre, I'une quelconque d'entre 
elles est egale et opposee a la resultante de toutes les 
autres. 

La reciproque est evidente. 

8. Composition et decomposition des forces, — Le pro- 
bleme qui a pour objet de trouver la resultante d*un sys- 
teme de forces donnees se nomme la composition des 
forces, Reciproquement, une force etant donnee, on peut 
se proposer de la decomposer en plusieurs autres capables 
de produire le m^me effet, et remplissant des conditions 
donnees. 

Lorsque plusieurs forces sont appliquees a un corps, on 
coufoit qu'il importe en general de savoir les reduire au 
plus petit nombre possible. Mais il faut se garder de croire 
que tout systeme de forces appliquees a un corps solide 
admet une resultante unique. On verra plus tard qu'en ger 
neral leur nombre est reductible a deux. 

Citons de suite un cas ou Ton 6st certain qu*il existe une 
resultante unique : c'est celui d*un systeme de forces F, 
F', F'^, F''^, .. ., appliquees a un meme point [fig* 7). 



12 £li6ment8 de m^caniqije. 

En eiSet, ce point m tend a se mouvoir suivant une cerlaine 
direction, telle que mX; et il est clair qu'en lui appliquant 




une force de grandeur convenable et de sens oppose m-X', 
on pourra emp^cher le mouvement de se produire. Cette 
force, faisant equilibre au systeme des forces proposees, 
sera egale et opposee a leur resultante. 

9. Translation du point d' application. — Nous ter- 
minerons ces preliminaires par une proposition importante 
dont la* Statique fait un usage continuel : On peut, sans 
changer Veffet d' une force qui sollicite un corps, trans- 
porter son point d^ application en un point quelconque de 
sa direction, poun^u que ce point soit im^ariablement lie 
au premier. 

La demonstration repose sur le lemme suivant, que nous 
admettrons comme evident : 

Deux forces egales P et Q {Jig- 8), appliquees a deux 
points A et B dont la distance est invariable, et dirigees 
suivant la meme droite en sens contraire Tune de Tautre, 
se font equilibre. 

La symetrie qui a lieu dans les deux sens de la droite AB 
conduit naturellement a adniettre cette proposition •, on ne 
voit pas de raison pour que, de Taction des deux forces, il 
resulte un mouvement d'un c6te plut6t que de T autre. 

Cela pose, soit P une force appliquee au point A d'un 
corps {Jig. 9), et B un point pris a volonte sur la direction 
de la force, du c6te ou celle-ci tend a entrainer le point A 
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ou de Tautre c6te, mais avec la condition que la distance AB 
soit invariable. Je puis appliquer aux extrcmites A et B de 

Fig. 8. Fig. 9. 

V 





la droite AB, et suivant les directions oppos^es AP', BP'', 
deux forces P', P'' egales a P; car Teffet de ces deux forces 
est nul, d'apres le lemme ci-dessus. Mais les deux forces 
egales et contraires P et P', appliquees au m^me point A, 
se d^truisent aussi. On pent done les supprimer sans rien 
changer a Tetat du corps. Alors il ne reste plus que la 
force P'', qui n'est autre que la force P transport^e au 
point B de sa direction. c. q. f. d. 

40. Remarques sur la position du noui^eau point d'ap- 
plication. — La force P pourrait-elle, ^ns que son effet fut 
change, ^tre remplacee par une autre fonce dont le point 
d'application serait pris hors de la direction de la pre- 
miere? La reponse est negative, si, comme on le suppose, 
le corps est libre. En effet^ soit B {^g- lo) un point pris 
hors de la direction de la force P, et P' une force (egale ou 
non a P) destinee a la remplacer. On pent toujours appli- 
quer en B la force P', pourvu qu'on en detruise TefTet par 
une force P'' egale et contraire. Mais, pour que le systeme 
des trois forces P, P', P'' se reduisit a la seule force P', il 
faudrait que P et P'', consider^es a part, se fissent equilibre. 
Or ceci est impossible : car si Tequilibre existe, on ne le 
troublera pas en rendant fixe un point pris sur la direction 
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de la force P ^ mais par la on deU*uit cette force, el la force P', 
demeurant seule et ne passant pas par le point fixe, aura 




evidemment pour effet de mettre le corps en mouvement 
autour de ce point. 

1 1 . Consequences. — De ce qui vient d'etre etabli nous 
tiretLS d'abord cette proposition reciproque : Toutes lesfois 
que Von pourra prouv^er quune force appliquee a un corps 
ou sjsteme libre peut, sans que son effet soit change, Stre 
remplacee par une autre force appliquee en un certain 
point, on en conclura que la direction de la premiere 
passait par ce point. De plus, la nou^elle force sera egale 
h la premiere; car il est etabli que, si elle lui est egale, elle 
peut la remplacer (9) •, et il est bien clair qu*en Taugmen- 
tant ou en la diminuant on altererait son effet sur le 
systeme. 

On deduit encore de ce qui precede que, si des forces 
appliquees a un systeme libre ont une resultante, cette 
resultante est unique, c'est-a-dire qu*il n*y a pas lieu d*en 
cbercher une seconde. En effet, toute force capable de pro- 
duire le m^me effet que la premiere resultante devra etre 
appliquee en un point de la direction de celle-ci, et de plus 
avoir une inlensile egale. Elle ne differera done pas de la 
premii're. 

12. Jtemarques sur quelques postulata et procedes de 
demonstration propres a la Mecanique. — La Mecanique 
a besoin, comme toute science, d'emprunter certaines don- 
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nees a rexperience. Deja nous nous sommes appuje, au 
debut de ces Lefons, sur un fait experimental relatif a 
Vinertie de la matiere. Maintenant nous admettons que si 
un corps peut tourner librement autour d'un point fixe, et 
qu'il ne soit soUicit^ que par une seule force dont la direction 
ne passe pas par ce point, ce corps entrera en mouvement. 

A la verite, ce postulatum ne saurait 6tre etabli par Tex- 
perience dans les conditions rig6ureuses que I'enonce sup- 
pose \ car la nature ne nous offire ni point absolument fixe, 
ni corps libre de pirouetter, sans qu'il j ait de resistance k 
vaincre, autour d'un de ses points. Mais il suflSt que Tex- 
perience ait ete faite dans des conditions aussi approcbees 
que possible de celles que nous venons d'indiquer, et qu'elle 
ait toujours conflrme la proposition avancee : Tinduction 
fait le reste. On pose le principe, et Taccord constant qui 
existe entre les resultats deduits de la theorie et les ph^- 
nomenes d'equilibre on de mouvement observes fournit a 
posteriori une preuve invincible de la certitude du principe 
admis. 

L'introduction de nouvelles forces qui se detruisent 
d'elles-m^mes, Tintroduction d'un ou plusieurs points fixes 
sont des moyens de demonstration frequemment . employes 
dans la Statique. On peut, sans cbanger Tetat d'un sjsteme 
invariable, ajouter telles nouvelles forces qu'on voudra, 
pourvu qu'elles se detruisent dans Thypoth^se ou elles agi- 
raient seules sur le systeme. On peut aussi, sans troubler 
I'equilibre d'un syst^me de forces appliquees a des points 
lies entre eux d'une maniire quelconque, fixer un ou plu- 
sieurs de ces points ou les lier entre eux de telle maniere 
qu'on voudra : l'introduction de ces points fixes, de ces 
liaisons nouvelles, ne fait que gdner les mouvements pos- 
sibles du systeme; par consequent, si Tequilibre existait 
aiiparavant, il doit subsister apr^s, a fortiori. 
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DEUXIlME LECON. 

Programme. — CompositioD de deux forces appliquees k un m6me point . 
— Theor^me des momeDts par 'rapport k un point pris dans le plan des 
forces. 

13. Resultante de deuxjorces dirigees suwant la meme 
droite. — Le cas le plus simple de la composition de deux 
forces est celui ou elles sont dirigees suivant la m&me droite 
et dans le m^me sens. Les deux forces ont alors une resul-^ 
tante egale h leur somme et dirigee suwant cette droite. 
Ceci resulte immediatement de la definition d'une force 
multiple d'une autre (2). En effet, soient P et Q les forces 
donnees, et k la force qui leur sert de commune mesure, 
en sorte que 

m et n etant des nombres entiers. 

On pent remplacer la force P par m forces egales a Ar, 
appliquees au m^me point et dans la m^me direction, et la 
force Q par n forces egales aux premieres. Le point est 
maintenant soUicite par m-hn forces Egales ou, ce qui re- 
vient au meme, par une force unique egale a leur somme 
(/w-f-n)/L ou P-f-Q. 

La demonstration etant independante de la petitesse de 
la commune mesure, on regardera la proposition comme 
etablie pour deux forces quelconques. 

Cependant, si Ton veut insister sur le cas ou les deux forces 
sont incommensurables, on raisonnera ainsi : Soit k une force de 
grandeur aussi petite qu*on voudra, dont la force P est un mul- 
tiple. La force Q ne sera pas un multiple exact de /•, et Ton aura 

9 — mk, 
m et n etant des nombres entiers. 
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D'OU 

Soit R rintenshe inoonnoe de la resoltante. U est'clair qu'on aura 

(iii-t-»)x-<;R<;(iii -hit-f-i)it. 

Par conseqaent, la difference R — (P-+-Q), si elle existait, 
serait moindre que k, Mais cette difference est,, de sa nature, une 
grandeur ,^^. H est done inadmissible qu'elle soit moindre que la 
quantite arbitraire k. Done elle n'existe pat, et Ton a 

R = P-f-Q. 

Si ^ au lieu de deux forces , on en suppose un nombre 
queleonque P, Q, R, • . . , agissaut toutes suivant la m^me 
droite et dans le m^me sens, on voit de meme qu'elles out 
une resultante egale a leur somme P + Q + R • • • • 

Considerons maintenant le cas de deux forces P, Q diri- 
gees suivant la meme droite, mais de sens contraire. Soit 
P ^ Q ; on peut regarder la force P comme la somme de 
deux forces, Tune egale a Q, qui detruit la force egale et 
contraire, I'autre egale a P — Q, qui est fa resultante. 
A in si les deux forces ont une resultante egale a leur dif- 
ference et agissant dans le sens de la plus grand e, 

14. Resultante d'un nombre queleonque deforces diri- 
gees suivant la meme droite, — £n rapprochant les deux 
cas que nous venous de considerer, on a cette proposition 
generale : 

La resultante d'un nombre queleonque deforces appli- 
que.es a un meme point, suivant la mdme droite, est egale 
ii I'exces de la somme des forces qui agissenl dans un sens 
sur la somme de celles qui agissent dans le sens contraire, 
et elle agit dans le sens de la plus grande somme. 

En convenant de donner le signe -t- a toutes les forces 
qui tirent dans un sens et le signe — a celles qui tirent dans 
le sens contraire, on peut dire encore que la resultante est 
egale a la somme algebrique des composantes. 
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15. Resultante de deux forces appliquees h un meme 
point sous un angle quelconque. — Direction. — Inten- 
site. — Paraltelo gramme des forces. — Nous savons dej4 
qu*il existe une resultante (8). De plus, elle est situee dans 
le plan P/nQ [fig- ii), qui comprend les directions des 




deux forces P et Q : car il n'y a pas de raison pour qu'elle 
soit dirigee d'un c6te du plan plut6t que du c6te oppose. 
On reconnait encore facilement que la resultante doit etre 
dirigee dans I'interieur de Tangle P/wQ. Car, si la force P 
existait seule^i^le point nt sirivrait la direction xx' de cette 
force 5 mais la force Q intervenant tend a entrainer le mo- 
bile dans la region du plan situee du m^me cote qu*elle, 
xBo:'. On voit de m^me que le point m ne pent se mou- 
voir que dans la region j^ A j'. II se mouvra done dans la 
partie commune a ces deux regions, c'est-a-dlre dans /'m- 
terieur de Tangle PmQ. 

Maintenant quelle sera, dans cet angle, la direction de 
la resultante? 

On ne Tapercoit immediatement que si les deux forces 
sont egales ; car alors il n'y a pas de raison pour que la re- 
sultante s'incline plus sur Tune des forces que sur Tautre : 
elle est done, dans ce cas, dirigee suivant la bisseclrice de 
Tangle PmQ/ 

Pour resoudre la question dans le cas general, nous nous 
appuierons sur ce lemme : 

Deux forces egales appliquees a un meme point peuvent 
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^tre transportee parall^lement k elles-m^mes au sommet 
oppose du losange construit sur les longueurs qui les repre« 
sentent, sans que leur action soit changee, pourvu que le 
nouveau point d' application soit lie invariablement au pre- 
mier. 
En eflet, ces deux forces, representees {fig* 12) par les 




longueurs egales AB, AC, ont une resultante dirigee sui- 
vant la diagonale bissectrice AD. Cette demiere peut 6tre 
regardee comme appliquee au point D (8)5 et la, si on la 
decompose en deux forces egales dirigees suivant les pro- 
longements des c6tes BD, CD, on retrouvera evidemment 
les deux forces primitives, transportees parallelement a 
elles-memes au point D. ^ 

Cela pose, considerons deux forces inegales P et Q appli- 
quees a un m6me point m (Jig- i3), et dont les intensites 
sont representees par les longueurs m A, rriB. Nous allons 
demontrer que ces forces peuvent, sans que leur action soit 
changee, ^tre transportees parallMement a elles-memes au 
sommet C du parallelogramme m ACB, pourvu que ce point 
soit invariablement lie au point m. II en resultera que la 
direction de la resultante passe par le point C (10), et, par 
suite, qu'elle se confond avec la diagonale mC. 

Supposons les forces commensurables, et soit, pour fixer 

les idees, 

P — 2^, Q~3X, 



2. 
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k etant la force qui sert de commune mesure. Si Ton divise 
m A en deux parlies ^gales, mB contiendra trois de ces par- 
ties. Par les points de division D, E, G menons des paral- 
lels aux c6t^s du parallelogramme m ACB, nous formerons 

Fig. i3. 




ainsi un faisceau de losanges egaux, que nous supposerons 
invariables de figure. Les forces P et Q pourront d'abord 
etre remplacees : la premiere par deux forces egales a /r, 
appliquees aux points m et D et representees par les divi- 
sions mD et DA, la seconde par trois forces egales aux pre- 
mieres, appliquees aux points w, E, G et representees par 
les divisions /wE, EG, GB. 

Cela pose, il resulte du lemme precedent que les deux 
forces egales mD, /wE pen vent 6tre transportees au som- 
met I du losange mDIE, suivant les directions IN, IR^ 
puis que la force IR, consider^e comme appliquee en D, et 
la force DA peuvent ^tre transportees parallelement a elles- 
m^mes en N. On a alors, suivant la, direction EN, deux 
forces egales a /r, qui s'ajoutent pour recomposer une force 
egale et parallele a P, et suivant la direction AC une simple 
force ky qui n'est autre que la composante mE de la force Q, 
transportee sur le c6t^ oppos^ du parallelogramme m ANE, 
Par le m6me raisonnement, on voit que la force P, actuel- 
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lement dirigee suivant EN, et la composante EG vont se 
transporter Tune sur GH et Tautre sur AC ; enfin que la 
force P dirigee suivant GH et la derniere composante GB 
se transporteront Tune sur BC, Tautre sur AC. On aura, 
en definitive, suivant BC, la force P, et, suivant AC, trois 
forces egales qui recomposeront la force Q. Les deux forces 
proposees seront ainsi transportees parallelement a elles- 
m^mes au sommet C, sans que leur action sur le point ih 
ait chang^. c. q. f. d. 

Dans le cas ou les forces sont incommensurableS) on proiive, 
par la reduction ^ I'absurde, que la resultante est encore dirigee 
suivant la diagonale du parallelogramme construit sur les longueurs 
qui representent les deux forces. Supposons, en effet, qu'elle n*ait 
pas cette direction, et qu'elle tombe dans Tangle C/wQ [fig- i4)» 




elle coupera le c6te CB en un certain point O. Prenons AD egale 
a CO. Quelque petite que soit la longueur AD, on peut conce- 
voir mB divisee en parties Egales plus petites; et si Ton porte Tune 
d'elles sur mA, autant de fois que possible, k partir du point m, 
il tombera au moins un point de division I entre D et A. Cela 
posd, regardons la force P comme la somme de deux autres repre- 
sentees par ml et lA. La force Q ou mB et la force ml etant com- 
mensurables , leur resultante . R' sera dirigee suivant la diago- 
nale /TiE du parallelogramme mIEB, laquelle passera dans Tangle 
P/TzO; et, pour avoir la resultante definitive, il restera ^ composer 
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cette force R' avec la force lA, qu'on regardera comme appliquee 
en m. Mais la direction de cette resultante sera coinprise dans 
Tangle PmE, et d^s lors ne pourra coincider avec mO qui, par 
hypothese, est la direction de la resultante des forces P et Q. 
Done, etc. 

La direction de la resultante etant corinue, il reste a d^- 



• _ ; 



terminer son intensite. 

Remarquons d*abord que, du moment qu*on connait les 
directions de deux forces appliquees a un m^me point et 
celle de leur resultante, on pent en conclure le rapport des 
intensites des deux composantes. 11 suflSt de prendre un 
point quelconque O [fig- i5) sur la resultante, et de mener 

Fig. i5. 
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par ce point les paralleles OG, OH aux composantes jusqu'a 
la rencontre de leurs directions. Soitet P et Q leurs inten- 
sites, je dis qu^on aura 

P _ /wG 

Car, si cette proposition n'etait pas vraie, on aurait 

P __ mQ, 

mW etant plus grande ou plus petite que mH^ mais alors 
la resultante serait dirigee suivant la diagonale mO' du 
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parallelogramme mGO'lV et nou suivant mO^ ce qui est 
centre Thypothese. 

Cela pose, conceyons qu'on applique au point m une 
force egale et contraire a la resullante {Jig* 16), el desi- 

Fig. i6. 




gnons sa grandeur inconnue par R^ il y aura equilibre 
entre les trois forces P, Q, R. L'une d'elles, la force Q, par 
exemple, sera done egale et opposee (7) a la result ante des 
deux autres. Ainsi en prolongeant la direction de la force Q, 
de r autre cote de m, en mX, on aura la direction de la 
resultante des deux forces P et R^ puis, si Ton mene par le 
point A une parallelci^ mR jusqu'a la rencontre de mX et 
qu'on acheve le parallelogramme mAGD, il resulte de la 
remarque prec^dehte que 

P wA 



R /wD 



Mais, par hypothese, m A represente Tintensite de la force P^ 
done mD represente la force R. Or on a 



mI>=zQAz=mC. 



Done, enfin, Tintensite de la resultante des deux forces P 
et Q est ^gale a la diagonale mC. 
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Nous pouvons maintenant formuler le theoreme complet 
du par allelo gramme des forces : 

Deux forces quelconques appliquees a un m^me point 
ont une resultante representee en direction et en inten^^ 
site par la diagonale du par allelo gram,me construit sur 
les lignes qui representent ces forces en direction et en 
intensite. 

On voit que deux forces P et Q, qui agissent sous un angle 
different de deux droits, ne peuvent avoir une resultante 
nuUe, autrement dit, se faire equilibre : car la diagonale mC 
du parallelogramme construit sur les longueurs qui repre- 
sentent ces forces ne saurait etre nulle, a moins qu'elles ne 
soient egales et de sens contraire. 

16. Problemes sur la composition de deux forces, — Le 
triangle AwC {fig* 17) comprend tous le^ elements qui 




ont trait aux grandeurs et aux dirediens des forces P, Q et 
de leur resultante R. En effet, les cdtes mA, AC, mC sont 
respectivement proportionnels aux grandeurs des trois 
forces 5 et les angles AmC, ACw, wAC sont respective- 
ment egaux aux angles de P avec R, de Q avec R, et au 
supplement de Tangle de P avec Q. 

Trois quelconques de ces six elements etant donnes 
(pourvu qu il y entre au moins la grandeur d'une force )^ 
on pourra se proposer de determiner les trois autres : ce 
sont des problemes deja resolus dan^ la Trigonometric. 

Si Ton designe par P, Q, R les intensites des forces, et 
par (P, Q), (P, R), (Q, R) les angles que leurs directions 



PHEMIERE PAKTIC. — STATIQUE. a5 

font entre elles, le triangle AmC donnera les relations 
connues 

M P ^ Q ^ R 

^/ sin(Q, Rj sin(P, R; sin(P, Q; 

(2) R»= P-4- Q»-i- 2PQcos(P, Q), 

Le signe -h du dernier terme provient de ce que Tangle 
(P, Q) est le supplement de m AC. 

Les equations (i) expriment que : 

Chaque force est proporlionnelle au sinus de I' angle 
forme par les directioms des deux autres, 

L'equation (2) foumit la valeur de la resultante, quand 
on donne en nombres les grandeurs des composantes, ainsi 
que Tangle qu'elles font entre elles. On connait les trans- 
formations logarithmiques qu'elle peut subir. 

Si P = Q, on pn tire 

R = 2Pcosi (P, Q); 

si, de plus, (P, Q) = 180 degres, on a R = o. Ce cas, deja 
indique, est le seul ou les deux forces P et Q se detruisent. 

17. DecompositioT} d^une force en deux autres de di- 
rections donnees. — Reciproquement, une force R etant 
donnee {fig. 17), on pourra toujours la decomposer en 
deux autres, appliquees au m&me point suivant des direc- 
tions donnees mX, mY, pourvu qu'elles soient comprises 
dans un meme plan av^ec la force R. II suffira en eflFet de 
prendre, sur la direction de R, une longueur mC arbi- 
traire, et de mener du point C une parallMe CA a la direc- 
tion mY jusqu'a la rencontre de mXj mA et CA seront 
proportionnelles (15) aux intensites des deux compo- 
santes P et Q, et m&me lesrepresenteront, si Ton convient 
que mCi represente la force donnee R. Les relations (i) 

foumiront 

sinYQJ^) sin(P.R) 

-""siniP, Qj' ^-''sia{P, q/ 
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18. Cea oh les directions donnees sont rectottgulaires. 
— Si Tangle (P, Q) = 90 degrds, on aura simplement 

P = R cos(P, R), Q = R cos(Q, R\ 

Chaque composante est done egale a la projection de la 
resultante sur sa propre direction. 

Cette projection de la force R sur une direction mX est 
ce (ju'on appelle aussi la force R estimee suii^ant mX. 

19. Moments des forces par rapport a un point . — Theo- 
rente de f^arignon (*). — Qn appelle moment d' une force 
par rapport h un point le produit de la force par la perpen- 
diculaire abaiss^e de ce point sur sa direction. 

II est facile de voir que les moments de deux forces P 
et Q, par rapport a un point quelconque.O (fig- 18) pris 
sur la direction de leur resultante, sont egaux. 

Fig. 18. 




En eflet, si du point O Ton mene des paralleles OA, OB 

aux directions des forces et des perpendiculaires OH, OK 

sur ces m^mes directions, Tegalite des triangles mOA, 

m03 donne 

/wA X OH — mB X OR, 

ou bieii, en rempla^ant mA, mB par les forces P, Q qui 



(*) Varignon, c^ldbre g^om^tre fran^ais, n^ en i654, menibre de I'Aca- i 
-demio des Sciences en 1688, mort en 1722, 
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leur sont proportionnelles (15), et designant, pour abr^er, 
par /?, q les perpendiculaires correspondantes, 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier du theoreme 
de Varignon, lequel s'enonce ainsi : 

Le moment de la resaltante de deux forces appliquees ^ 
a un meme point, par rapport h un point quelconque de 
leur plan, est egal it la somme des moments* des compor I \ 
s antes, 

Soient P, Q les deux forces representees par mA, mB 
(Jig- 19) 5 R leur resultante \ O le point du plan P/wQ par 



Fig. 19. 
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rapport auquel on prend les moments, et que nous suppo- 
serons dVbord hors de l' angle P wQ et de son oppose par 
le sommet. 4 

Les moments des forces P, Q, R, par rapport au point O, 
sont, d'apres leur definition, respectivement doubles des 
aires des triangles 0mA, 0/»B, OwC^ en sorte que le 
theoreme de Mecanique qui nous occupe revient a cette 
proposition de Geometric : 

L'aire OmC du triangle construit sur la diagonale d'un 
parallelogramme est egale a la somme des airesO/^jA, OwB 
des triangles construits sur les c6tes adjacents. 

En effet, ces triangles peuvent ^tre consideres comme 
ayant m^me base Om\^ il suffit done de faire voir que la 
hauteur abaissee du sommet C sur cette base, est egale a la 
somme des hauteurs des sommets A et B. Soit mene par le 
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point m I'axe XX^ perpendiculaire 4 Om, et projetons les 
points A, B et C sur cet axe. Les projections mC, mh!^ 
mW seront respectivement egales aux trois hauteurs consi- 
derees. Or on a evidemment 

mC'=:mB'-f-B'C'; 

et, rempla9ant B'C par mh! (qui lui est egale comme pro- 
jection, sur le m&me axe, d'une droite mK egale et par^l- 

iele a EC), 

mC'=/nA'-4-/nB', 

ce qui demontre le theoreme enonce. 

On remarquera qu'ici les points A et B sont situ^s d'an 
m^me cote de la droite Om^ et, par suite, les projections, 
sur Taxe perpendiculaire mX, de mA et mB, sont dirigees 
dans le m6me sens, a partir de m, 

Supposons maintenant le point O dans Vinterieur de 
I' angle PmQ (Jig> ao). 

Fig. 30. 




Les points A et B etant situes de cotes differents de 0/w> 
les projections m A', mB', sur I'axe XX', seront dirigees en 
sens contraire, et Ton aura 

/iiC'=mB'— B'C; 

et, rempla^ant B'C par son egale m A', 

/wC ^^ /nB — mA.' , 
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Ainsi, maintenant, Taire OmC est ^gale, uon plus a la 
somme, mais a la difference OmB — OmA*, en d'autres 
termes, le moment de la r^sultante des deux forces P et Q, 
par rapport an point O, est egal a la difference des moments 
des composantes. 

Mais il est preferable de conserver un seul et m^me 
enonce pour les deux cas^ et, a cet efiet, on convient d'at- 
tribuer des signes aux moments, ainsi que nous allons 
Texpliquer. 

20. Signes des moments, — Rotations fictii^es . — Ima- 
ginons que le point O soit fixe et que les perpendiculaires 
abaissees de ce point sur les forces soient liees invariable- 
ment avec lui; considerons cbaque force comme appliquee 
a Textremite de la perpendiculaire qui lui correspond : 
cette perpendiculaire sera comme un bras de lei^ier que la 
force tendra a faire tourner autour du point O. Enfin, pour 
apprecier le sens de cette rotation fictive, supposons un 
observateur debout sur le plan, les pieds en O, et regardant 
le mouvement. II est evident que, dans le cas ou le point O 
est pris hors de Tangle P/nQ (Jig- 21) ou de son oppose 




par le sommet, les trois rotations que tendent a produire 
les forces P, Q, R sont de mSme sens pour Tobservateur, 
dirig^es de sa droite a sa gaucbe, comme Tindiquent les 
fieches. 
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II en est autrement dans le cas de isijig. 22, ou le point O 
est pris dans Tangle des forces ou dans son oppose par le 




sommet. Les forces P et R tendent evidemment a faire tour- 
ner leurs bras de levier de gauche a droite, pour Tobservateur 
place en O, tandis que la force Q tend a faire tourner de 
droite a gauche. Cela pose, nous conviendrons de donner 
le signe -+- aux moments des forces qui tendent a faire 
tourner leurs bras de levier dans un certain sens (de gauche 
a droite, par exemple), et le signe — aux moments des 
forces qui tendent a faire tourner en sens contraire. Avec 
cette convention, le theoreme des moments pourra toujours 



s'enoncer ainsi 



Le moment de la resultante est egal a la svmme ( alge- 
brique) des mom,ents des composantes, 

II importe d'ajouter que la resultante tend a faire 
tourner son bras de le\^ier dans le meme sens que la com- 
posante qui a le plus grand moment. C'est ce que montrent 
clairement lesj^g". 21 et 22. 

Ce theoreme sera etendu (39) a un nombre quelconque 
de forces situees dans un m^me plan. 

En designant par /?, q^ r les distances respectives du 
point O aux forces P, Q, R, le theoreme de Varignon s'ex- 
prime par Tequation * 

ou chaque moment porte son signe conformement a la con- 
vention ci-dessus. 
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Pour tout point O pris sur la direction de la resultante, 
on a r = o et, par suite, 

Les moments des composantes sont egaux et de signes 
contr aires. C*est ce que nous avions deja trouv^ (19) 7 
abstraction faite des signes des moments. 

Reciproquement, si les mojnents de deux composantes 
Sont egaux et de sigFies contraires, par rapport h un cer^ 
tain point de leur plan, ce point appartient a la direction 
de la resultante , En efllet, la somme Vp -h(^q etant nulle, 
on a Rr ==::: o *, et, comme R n'est pas supposee nulle, il en^ 
resulte r irr o. 



32 iLtMEKTS DE M^CANIQUE. 



TROISlfiME LEgON. 

Pbogramhb. — Composition d'an nombre quelconque de forces appliquees 
k un m^me point. — Condition d'equilibre. 

21. Composition d'un nombre quelconque de forces 
appliquees a un m^me point, — P oly gone des forces. — . 
La regie du parall^Iogramme etant etablie, il est aise de 
composer un nombre quelconque de forces appliquees a un 
m^me point et dirigees comme on voudra dans Tespace. 

En eflTet, on composera d'abord deux de ces forces en una 
seule par la regie du parallelogramme, puis cette resuitante 
partielle avec une troisieme force, puis la nouvelle resui- 
tante avec une quatrieme. force, et ainsi de suite jusqu'a ce 
qu'on les ait epuis^es toutes. La demiere resuitante obtenue 
sera evidemment capable de remplacer le syst^me des forces 
primitives •, et, comme elle est unique (11), sa grandeur et 
sa direction seront independantes de Fordre suivi dans les 
compositions successives. 

En representant les grandeurs des composantes P, P', 
P", P'". . . . par des longueurs wA, mA', mh!'^ mA'", . . , 
{fig- 23), prises sur leurs directions, les operations que 
nous venous d'indiquer conduisent a une construction gra- 
pbique remarquable, et se resument dans un theoreme 
qu'on peut appeler le poljgone des forces. 

Par le point A, menons la droite AB egale et parallMe a 
mh!. La ligne qui joindrait le point m au point B repre- 
senterait en grandeur et en direction la premiere resuitante 
partielle^ mais, comme elle ne nous est pas necessaire, 
nous ne la tra^ons pas. Menons ensuite par le point B la 
droite BC egale et parallele a mA'', il est clair que la ligne 
qui joindrait dans Tespace le point m au point C repre- 
senterait en grandeur et en direction la resuitante des trois 
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premieres forces P, P^, P^, et ainsi de suite. Done, si Von 
decrit dans respace un contour polygonal mABCDE, 

Fig. a3. 




plan ou gauche, dent les cotes successifs soient paralleles 
et proportionnels aux forces proposees, la droite mE qui 
fermera ce contour sera parallele et proportionnelle a la 
resultante du sjsteme. 

22. Condition generale d'equilibre. — Pour que les 
Jorces P, P', P", . . . se fassent equilibre sur le point m sup- 
pose libra, il faut et il suffit que leur resultante soit nulle, 
ou, ce qui revient au m^me, que le contour polygonal 
/nABCDE se ferme de lui-mSme. Telle est, sous sa forme 
la plus synthetique, la condition d'equilibre d'un systeme 
quelconque de forces appliquees a un m^me point. Nous la 
developperons plus loin . 

23. Cas de trois Jorces, — Parallelepipede des forces. 
— Quand les forces donnees sont au nombre de trois, non 
situees dans un me me plan, la construction precedente 
donne pour resultante la diagonale jdu parallelepipede dont 
ces forces sont les trois aretes adjadentes. En eifet, soient 
P, Q, S les trois forces representees en grandeur et en di- 
rection par AM, AN, AO {Jig- 24)- La droite AV, qui 
ferme le contour ANTV, dont les c6tes sont egaux et pa- 
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ralleles aux forces, represente la grandeur et la direction de 
la resultante. Or, si Ton acheve la construction du paralle- 
lepipede dout AM, AN, AO sont les troii arfetes contigues, 

■ 

Fig. 24. 




r 

il est visible que AV est la diagonale qui joint deux sommets 
opposes de ce parallelepipMe. 

On voit par cette construction que trois forces appliquees 
au m^me point, et non situees dans un mSme plan, ne se 
font jamais equilibre : car la diagonale AV ne saurait 6tre 
nulle, si les trois forces ne sont pas separement nulles. 

24. Equilibre de trois forces concour antes, — Pour 
qu*il y ait equilibre, il faut et il suflit que Tune des forces 
soit egale et opposee a la resultante des deux autres (7). 11 
en resultc : 1 ® que, si Ton prolonge la direction mV de I'autre 
cote de m, en mx {Jig. a5), on aura la direction de la re- 
Fig. 25. 



Q • 



sultante des deux autres forces Q et S^ et comoie celle-ci 
est necessairement comprise dans le plan de ses deux com- 
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posantes, on voit deja que les trois forces dowent etre 
situees dans un meme plan; 2° que si mB represente la 
grandeur de la force P, et qu'on acheve le parallelogrammc 
mABC, on aura (16) 

P O S 



sin(Q, S) sin(.r/nS) sin(*/wQj' 

mais les angles xmS^ xmQ^ sont supplements des angles 
(P,S),(P,Q).Donc 



sirffQ, S) sin(P, S) sin(P, Q) 

En resume, pour que trois forces appliquees a un m^me 
point se fassent equilibre, il faut que les trois forces soient 
situees dans un meme plan, et que chacune d'elles soit 
proportionnelle au sinus de I' angle compris entre les di- 
rections des deux autres* 

Ces conditions sont suffisantes, pourvu qu'il soit enteudu 
que Tune des forces tire en dehors de Tangle forme par les 
deux autres^ car alors la diagonale mB du parallelogrammc 
construit sur deux des forces est necessairement egale a la 
troisieme et de sens contraire. 

25. Decomposition d'une force en trois autres de direc- 
tions donnees. — One force quelconque R etant donnee, 
on pourra toujours la decomposer en trois autres forces de 
directions donnees mx^ mj^ niz^ pourvu qu'elles ne soient 
pas toutes trois comprises dans un m^me plan et que deux 
d'entre elles ne soient point parall^les. 

En effet, si Ton prend dans la direction de R (fig- a6) 
une longueur wG qui en represenjtis i'intensite ^ que par le 
point G on mene GD, parallele A wj,jusqu*a la rencontre 
du plan xmy\ en6n DA, parallele a nij^ jusqu'a la ren- 
contre de mx^ on formera le contour polygonal GDAm, 
dont les c6tes mA, AD, GD representeront les trois com- 

3. 
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posantes chercliees. Pour les avoir en position, c'est-a-dire 
appliquees au point m m^me, il suffira d'achever le paralle- 
lepipede dont m A, AD, GD sont les aretes. 




Si les trois axes mx, mj^ mz sont rectangulaires, on a 

m(j = \mk 4-AD*-h DG\ 
mkz=m(j cosA/wG, . . . , 

ou bien, en designant par X, Y, Z les composantes dirigees 
respectivement suivant mx, mj^ mz^ et par «, i, c les angles 
que la resultante R fait avec les axes, 



R = V^X» -f- ¥=» -f- z^ 
X=:Rcosa, Y = Rcos6, ZrirRcosc:. 

Ces equations comprennent celles du n? 18, lorsque I'une 
des composantes, Z par exemple, est supposee nuUe, au- 
quel eas la resultante R est comprise dans le plan des deux 
autres. 

26. Reduction du cas general a celui de trois forces 
rectangulaires, — Le polygone des forces (21) ne fait pas 
connaitre comment la grandeur et la direction de la rdsul- 
tante sont liees aux grandeurs numeriques des composantes 
et aux angles que leurs-directions font entre elles. Le moyen 
le plus simple de repondre a cette question est de r^duire 
d'abord toutes les forces donnees a trois autres, dirigees 
suivant trois axes rectangulaires^. 

Soient P, P', P'', P"', .•• l^s forces qui solHcitent le 
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point m. Menons a volonte par ce point trois axes rectan- 
gulaires xx'^ jy\ zz' [fig- 27). Soient a, |3, y les angles 
(aigus ou obtus) que la force P fait respectivement avec les 




parties mar, my^ mz des axes*, a', 3', y' les angles ana- 
logues pour la force P', et ainsi de suite. Chaque force P 
sera decomposable en trois autres dirigees suivant les axes, 
et ces composantes seront egales aux valeurs absolues des 

produits 

Poos a, Peosp, PC0S7. 

Je dis Daleurs absolues, attendu que la force P pent 
occuper, dans Tun des huit angles tried res formes par les 
axes, une position telle qu*unou plusieurs des angles a, j3, y 
soient obtus, et qu'alors ce sont les supplements de ces 
angles obtus qui doivent figurer dans la construction du 
parallelepipede des forces. Mais remarquons que, selon que 
le cosinus d'un angle a estpositif ou negatif, la composante 
qui lui correspond agit suivant la partie mx de Taxe xx* ou 
suivant son prolongement mx'. Par suite, le signe du pro- 
duit Pcosa pent servir a indiquer le sens dans lequel agit 
la composante. Ce signe n'est done pas a rejeter. 

Nous conviendrons de regarder comme positives les com- 
posantes qui seront dirigees suivant la partie mx de Taxe 
et comme negatives cellcs qui agiront dans le sens oppose. 
La m^me convention s'appliquera aux deux autres axes. 
D'apres cela, cbacun des produits 

Pcosa, Pcosp, Pcosy, 



38 tLtMENTS DE M^CAlflQUE. 

pris avec son signe, representera a la fois la grandeur et 
le sens de la composante correspondante. Gela pose, toutes 
les composantes 

P cos a, P' cos a', P" cos a", ... , 

dirigees suivant mx (ou /nx'), se composeront en une seule 
force (14) egale a leur somme algebrique, et que nous desi- 
gnerons par X, 

X r=r P cosa -f- P' cosa' -f- F" cosa"-t- . . . , 

ou, pour abreger Tecriture, 

X i^ y P cos g ; 

et cette resultante partielle agira elle-meme dans le sens nix 
ou dans le sens oppose, selon qu'elle sera positive ou nega- 
tive. On aura de m&me, suivant I'axe jry\ uhe resultante 
partielle 

Y =51 ^ ^^* P ^*' suivant zz\ Z = \^ P cosy. 

Toutes les forces seront ainsi reduites a trois, X, Y, Z, 
dirigees suivant les axes. 

Maintenant on composera ces trois dernieres forces en 
une seule R qui sera la resultante definitive, et dont la 
grandeur et la direction seront determinees par les for- 
mules (25) 

X = R cosa, Y = R cos6, Z 1= R cose. 

U n*y aura pas de signe a attribuer a la force R, qui doit 
etre consideree comme une grandeur absolue. Mais les 
cosinus des angles a, &, c, qu'elle fera avec les parties mx^ 
my^ mz des axes, seront de m^mes signes que X, Y, Z5 et, 
par consequent, on saura si ces angles sont aigus ou obtus, 
ce qui ne laissera rien d^indetermine sur la direction de la 
resultante. 
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27. Projection de la resultante sur un axe. — Comme 
Taxe mx a ete mene arbitrairement, la relation 

• R cos a =5^ P cosa 

nous donne ce theoreme : 

Lor s que plusieurs forces sont appliquees a un metne 
point, la projection de la resultante sur une droite quel- 
conque est egale h la somme des projections des compo- 
santes; ou, ce qui revient au m6me (17), la resultante 
estimee sui^ant une direction quetconque est egale h la 
somme des composantes estimees sui\^ant la meme di~ 
rection. 

Enfin, si Ton se reporte au polygone des forces (21 }, on 
voit que cet enonce pent se changer dans le suivant, qui est 
purement geometrique : 

La somme algebrique des projections des cotes d'un con- 
tour polygonal, plan ou gauche, sur un axe quelconque, 
est egale a la projection de la droite quiferme le contour. 

Nous rencontrerons, dans le cours de ces Lecons, plu- 
sieurs autres exemples de theoremes de Geoinetrie demon- 
tres par la Mecanique. Celui-ci est d*ailleurs susceptible 
d'une demonstration directe a laquelle nous ne nous arr6- 
terons pas. 

Remarquons encore que, si deux sjstemes deforces ap- 
pliquees a un meme point admettent la meme resultante, 
la somme des projections des forces du premier sjsteme 
sur un axe quelconque sera egale h la somme des projec- 
tions des forces du second sjsteme sur le men^e axe : car 
Tune ou I'autre somme sera egale a la projection de la resul- 
tante commune. 

Cctte derniere proposition comporte, comme la prece- 
dente, un enonc^ purement geometrique. 

28. Dev^eloppement de la condition generale d*equi^ 
libre. — Revenons sur la condition d'equilibre deja etablie 
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synthetiquement (21). Nous pouvons maintenant Texpri- 
mer en fonction des forces et des angles qu^ leurs directions 
font avec trois axes. 

En effet, pour qu'il y ait equilibre, c*est-a-dire pour que 
W resultante soit nuUe, il faut e%il suffit (23) que chacune 
des composantes X, Y, Z soit elle-meme nulle. On aura 
done 

(l) ^'PcoSa^O, \^PcOSp=0, y PCOS7 =irO. 

Ainsi^poitr-l' equilibre d'unsjsteme deforces appliquees 
a un point lihre, ilfaut et il suffit que la somme des forces ,.. 
decomposees suii^ant trois axes rectangulaires soit egale a 
zero par rapport a cliaque axe. 

29. Remarque. — Nous avons suppose dans ce qui precede que 
les trois axes sur lesquels on projetait les forces etaient perpendi- 
culaires entre eux ; mais il est bon de remarquer que les conditions 
d'equilibre n'impliquent pas necessairement cette perpendicularite. 
Pour que Tequilibre existe, il est necessaire et suffisant que la 
somme des projections des forces sur trois directions formant un 
angle triedre quelconque soit nulle pour chacune de ces directions. 
Cela est necessaire; car, s'il y a equilibre, la resultante est nulle, 
et, par suite, sa projection sur un axe quelconque Test aussi. Or 
on a vu (27) gue cette projection est egale k la somme des projec- 
tions des composantes. En second lieu, cela est suffisant; car, du 
moment que la projection de la resultante sur un axe est nulle, 
il arrive de deux choses Tune : 6u que la resultante est nulle, 
ou qu'elle fait un angle droit avec Taxe de projection. Mais la 
resultante w^ saurait etre perpendiculaire \ la fois aux trois aretes 
d'un angle triedre. Done elle est nulle dans ce cas, et Tequilibre 
existe. 

Quand les ,trois axes sont supposes rectangulaires, les projec" 
tions des forces se confpndent avec leurs composantes suivant les 
inemes axes, en sorte qu'il est indifferent d'adopter Tun ou Tautre 
terme dans Texpression des conditions d'equilibre. 

Quand les axes sont obliques, les composantes X, Y, Z de la 
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force P ne sont pas egales aux projections P cos a, P cosp, P cosy. 
Ainsi projections et composantes ne se confondent plus. Nean- 
moins, on peut encore dire que pour Tequilibre il faut et il suffit 
que les $ommes des composantes des forces suivant chaque axe 
soient egales a zero. Car ces sommes algebriques sont toujours 
egales respectivement aux composantes de la resultante suivant les 
m^mes axes, et, par suite, la resultante ne peut etre nulle qu*au- 
tant que ces sommes sont elles-m^mes nulles. Ainsi les equations 



2x=o. 2^ = 0, ^Z 



o, 



bien que non identiques dans ce cas aux equationlL'(i), constituent 
un systeme equivalent^ en ce sens que Tun des deux entrafne 
I'autre. 

EXERQCES. 
I. Developper Texpression 

( y^P^osaj H- (^PcospJ -4- f ^PcoSY j , 

qui represente (25) le carre de la resultante R d'un systeme de 
forces P, P', P'^, . . , et faire voir qu'elle se reduit k 

R'l^^F-f- 22pP'cos(P, P'). 

D'apres cette formule, la grandeur de la resultante est indepen- 
dante de la direction des axes, ce que Ton pouvait prevoir. 

n. Demontrer que Tangle de la resultante R avec Tune des 
forces P, P', P^, . . . est donne par la formule 

P -h P' cosf P, PM -4- P" cos (P, P") -4- . . . 



cos(R, P) = 



R 



ce qui montre aussi que la direction de la resultante ne depend pas 
de la direction des axes. 

in. Faire voir que les conditions d'equilibrq du n® 28 com- 
prennent, comme cas particulier, celles du n® 24, relatives a troiS 
forces. * 
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QUATRlfiME ET CINQUlfiME LECON. 

* n 
Programxb. — Composition de deux forces parallcles. — Couple. — 
* Composition d'un nombre quelconqueMe forces paralleles. — Centre 
des forces paralleles. 

30. Resultante de deux forces paralleles et de meme 
sens, dednite du cos de deux forces concourantes . — La 
composition de deux forces paralleles peut se deduire de 
celle de deux forces concourantes , en supposant que le 
point de concours s'eloigne a rinfini. 

Soient P et Q deux forces appliquees a un point m 
(fig* 28)5 d*un point quelconque O, pris sur la resul- 

Fig. a8. 
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tante R, abaissons les perpendicul aires OA, OB sur les di- 
rections des forces. 

Nous avons vu (20) que les moments P.OA, Q.OB 

*etaient egaux et de signes contraires; et reciproquement, 

* que si cette egalite avait lieu, pour un point O pris dans le 

ptan des forces, la resultante passait necessairement par ce 

point. 
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Cela pos^, regardons les forces P et Q comme appli- 
quees aux points A et B, que nous supposerons lies inva- 
riablement • au point m. La force P demeurant constante 
de grandeur et de position, concevons que i*angle AOB 
s'ouvre de plus en plus, de maniere que la force Q prenqe 
successivement les directions B'Q', B^Q^^, . . . tangentes a 
Tare BC decrit du point O comme centre : le point de 
concours m des deux forces s'eloignera inde6niment en /i/, 
w", . . . , sans que leur resultante cesse de passer par le 
point O. L*inlensite de cette resultante, qui est donnee par 
la formule 

R == VP' -^ Q* -H 2PQcos(P, QJ, 

variera et se rapprochera de plus en plus de la somme 
P -1- Q, puisque i'angle (P, Q) tend vers zero. A la limite, 
quand la force Q aura pris la position CQ''' parallel e a la 
force P et de m^me sens qu'elle, la resultante passera tou- 
jours par le point O, sera parallele aux composantes, de 
mfeme sens qu'elles, et eg ale a Icur somme P 4- Q. Or ce 
point O divise la perpendiculaire commune AC en deux 
segments reciproquement proportionnels aux forces-, car 
1 'egalite P . OA = Q . OC equivaut a 

P OC 

q""oa' 

Ajoutons que toute autre droite A'C, oblique aux forces, 
que Ton voudra considerer comme droite d'application, 
sera evidemment divisee par la resultante dans le m&me 
rapport. 

Ainsi Ton a ce theoreme : 

Deux forces paralleles et de m4me sens, appliquees a 
deux points lies im^ariablement enlre eux, ont une result 
tante qui leur est parallele, de meme sens, egale a leur 
somme, et dont la direction portage la droite d'applica- 
tion en deux segments reciproquement proportionnels 
aux forces. 
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31 . Demonstration directe. — Nous allons donner de 
ce theoreme important une seconde demonstration ^i ne 
repose pas sur la consideration des limites. Considerons 
deux forces P, Q paralleles, de meme sens, et appliqu^es a 
deux points materiel s A et B, lies entre eux par une droite 
rigide et inextensible (Jig, 29). Appliquons a ces deux 

Fig. 39. 




F + 



points, et suivant les prolongements de la droite, deux forces 
S, T, egales et contr aires. Le systeme ne sera pas change. 
Mais, si Ton compose, par la regie du parallelogramme, les 
forces (P, S), (Q, T), on aura deux nouvelles forces U, V 
qui remplaceront les forces primitives, et dont les directions 
concourront necessairement en un certain " point C. On 
pourra les appliquer a ce point, suppose lie a la droite AB5 
d'ou Ton voit deja (15) que les deux forces paralleles pro- 
posees admettent une resultante comprise dans Tangle ACB. 
Pour allerplus loin, redecomposons au point C les forces U 
et V, chacune en deux composantes paralleles a celles qui 
les ont produites. II est evident que nous retrouverons, 
suivant la direction xx' parallele a AB, les deux forces 
egales S et T qui se detruiront •, et, suivant CO parallele 
a AP, les deux forces egales P et Q qui s'ajouteront pour 
donner la resultante definitive P -H Q. 

Cette resultante va couper AB en un point O qu'il reste 
a determiner. Or, AC etant la direction de la resultante des 
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forces Pet S, considerees comme appliquees en C, le triangle 

AOCdonne(15) 

P_ CO 

S ■" AO* 

De m&me, le triangle BOG donne 

T_BO 
Q""CO* 

Multipliant mcmbre 4 membre, et observant que S = T, il 

vient 

P BO 

Q""AO* 

Ainsi nous retrouvons le theoreme compiet du numero 
precedent. 

32. Remarques, — I. La proportion qui definit le point O 
ne depend que du rapport des grandeurs des forces P et Q. 
D en resulte que si ces forces venaient a changer de direc- 
tion, sans cesser d'etre par alleles et appliquees aux m^mes 
points A etB, et si leurs grandeurs venaient a varier, en 
conservant le m6me rapport, la resultante ne cesserait pas 
de passer par le point O. Cette propriete remarquable, qui 
distingue le point O de tout autre point, lui a fait donner 
particulierement le nom de point d' application de la resul- 
tante. 

II. De la proportion 
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c'est-a-dire que chacune des trois forces P, Q, ^peut 4tre 
representee par la distance des points d' application des 
deux autres. 
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33-. Decomposition d'une force en deux autres paral^ 
leles a la premiere, — Une force R, appliquee au point O 
d'un corps, etant donnee, on pourra la decomposer en deux 
antres paralleles a elle-meme, de m6me sens qu'elle, et ap- 
pliquees en deux points donnes, pourvu que ces deux points 
soient dans un m^me plan avecle point O, lies invariable- 
ment avec lui, et de c6tes difierents de la force R. En eflet, 
on menera par le point O une droite quelconque AOB qui 
rencontre les paralleles a la force R menees par Ics deux . 
points donnes. Les inconnuesde la question seront les gran- 
deurs des forces P et Q dirigees suivant ces paralleles et 
immediatement foumies par les relations ci-dessus. 

On peut aussi decomposer la force R en deux autres qui 
lui soient paralleles, de m^me sens qu'elle, et dont Tune P 
soil donnee de grandeur et appliquee en un point donne A. 
L'autre composante sera R — P (on suppose P<^R), et 
son point d' application 6 sera situe sur le prolongement de 
la droite AO, a une distance BO foumie par Tequation 

34. Resultante de deux forces paralleles et de sens 

contraire. — La demonstration du n° 31 peut s'appliquer 

directement au cas ou les deux forces paralleles sont de sens 

contraires^ mais il est plus simple de ramener ce cas au 

precedent. 

Fig. 3b. 
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Soient P et Q deux forces paralleles et de sens contraire, 
appliquees aux points A et B { fig, 3o), et supposons que Q 
soit la plus grande. 

D'apres ce qui precede, nous pouvons decomposer Q en 
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deux autres forces parallMes et de m^me sens, Tune egale 
a P appliquee en A, Tautre egale a Q — P appliquee en un 
point O, dont la position sur le prolongement de AB sera 
determin^e par la proportion 

Or les deux forces P appliquees au point A en sens con- 
traire se detruisent. II ne reste done que la force Q — P, 
laquelle est la resultante chercbee. Remarquons enfin que 
la proportion precedente donne 

BOP 

Ainsi deux forces paralleles et de sens contraire ont 
line resultante qui leur est par allele, dirigee dans le sens 
de la plus grande, egale a leur difference, et dont la 
direction rencontre le prolongement de la droite qui Joint 
leurs points d' application en un point tel, que les dis- 
tances a ces points sont reciproquement proportionnelles 
auxjorces. 

En designant par R la resultante Q — P, on a, comme 
dans le cas de deux forces paralleles et de m^me sens, la 
suite de rapports egaux 

JP Q R 
BO ~" a6 ~ AB ' 

en sorte que cliacune des Irois forces pent encore 6tre re- 
presentee par la distance des points d'application des deux 
autres. 

35. Du couple. — Le cas de deux forces paralleles et de 
sens contraire presente une singularite remarquable, quand 
les deux forces sont egales. Reprenons les relations 

BO^^^AB, R==Q--P. 



« 

m 
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Si Ton suppose que la force Q, toujours superieure a P, 
diminue de plus en plus, BO va en croissant et R en dimi- 
nuant indefiniment. 

Le point d'application de la resultante s'eloigne done de 
plus en plus, en ni6me temps que la grandeur de cette force 
diminue. A la limite, lorsque Q = P, on a BO = 00 , et 
R = o, ce qui montre Timpossibilite de trouver une resul- 
tante. Nous devons conclure de la que deux forces egales, 
paralleles, de sens contraire, mais non directement oppo- 
sees, nontpas de resultante, 

Ce resultat du calcul pouvait 4tre prevu. En eflfet, ad- 
mettons pour un moment que les deux forces egales P et Q 
aient une resultante R appliquee en un certain point C ] 
prenons le point G symetrique de C par rapport au milieu 
de la droite d'application AB, et appliquons en ce point 
une force R' egale et parallele a R, mais de sens contraire. 
II est evident que cette force R' aura, a Tegard des forces Q 
et P, une position toute semblable a celle qu'a la force R a 
regard des forces P et Q. Done, si R etait resultante, R' le 
serai t aussi. II j aurait done deux resultantes distinctes, ce 
qui est impossible (11). 

D*ailleurs, il est clair que le systeme des deux forces 
P et Q, egales et non directement opposees, n'est pas de 
lui-m^me en equilibre. Car si Ton vient a fixer le point A, 
ce qui detruira la force P, Tautre force aura evidemment 
pour effet (10) de mettre en mouvement la droite AB au- 
tour du point fixe. 

M. Poinsot a donn^ a ce systeme de deux forces, irre- 
ductibles a une seule, le nom de couple, II en a fait une 
etude approfondie et feconde. Nous renvoyons le lecteur 
desireux de connaitre la theorie des couples et ses remar- 
quables consequences au Traite de Statique de cet illustre 
geometre. 

36. Theoreme des moments, — Le theoreme des mo- 
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ments, etabli (19} pour le cas de deux forces appliquees 
a un m^me point, s'etend aisement au cas de deux forces 
paralleles. Soil C un point quelconque du plan des forces 
[fig- ^^)'i P^^ rapport auquel nous prendrons les moments. 




De ce point, menons une perpendiculaire commune CED 

aux directions des forces, et designons, pour abreger, par 

Pf f/t r les segments CD, CE, CI. 

Puisque Ton a 

P.AO = Q.OB, 

on aura aussi 

P.DI — Q.IE, 

ou bien 

, P(/^-'')^Q(''~'7). 

d*ou Ton tire, en observant que R = P -f- Q, 

R/ =: P/7 -h Q7 : 

c'est le theoreme des moments. 

Nous avons suppose le point C en dehors des directions 
des deux forces. S*il est compris entre elles, on trouvera de 
meme que Ton a 

selon que le point C tombe entre la resultante et la force Q, 
ou entre la resultante et la force P. 

Nous avons aussi suppose que les forces etaient de m^mc 
sens. Dans le cas contraire, on verra que le moment de la 
resultante est encore egal a la somme (alg^brique) des 
moments des composantes *, le changement de signe d'un 

4 
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moment correspond toujours, comma on Ta explique (20), 
a un chaugement de sens dans la rotation fictive que la 
force tend a produire autour d'un observateur qui serait 
place au point C suppose fixe. 

37. Remarque sur les signes quil com^ient d'attribuer 
aux forces paralleles et aux perpendiculaires . — Nous 
ferons observer qu*il se presente ici une circonstance par- 
ticuliere qui n'avait pas lieu dans le cas des forces concou- 
rantes. Un systeme de forces paralleles n'admet que deujc 
sens diametralement opposes : de m6me, les perpendicu- 
laires abaissees du centre des moments sur les directions 
des forces n'admettent que deux sens contraires a partir 
de ce point. Les conventions ordinaires des signes sont 
done applicables a ces deux ordres de grandeurs, comme 
dans la Geometric analytique. Cela pose, on constatera 
aisement que Tequation 

convient a tous les cas, pourvu que forces et perpendi- 
culaires portent leurs signes respectifs, et qu*on applique 
a ces produits de deux facteurs les regies des signes de 
TAlg^bre. 

U n'en etait pas de m^me dans le cas des forces concou- 
rantes. Les forces et les perpendiculaires, pouvant prendre 
toutes les directions imaginables, n'etaient pas susceptibles 
de signes. Aussi n*en avons-nous attribue qu'aux moments, 
c*est-a-dire aux produits ejfectues Vp^ Q^^ et, a cet effet, 
nous avons introduit Tidee d'une rotation fictive, qui nous 
offrait Tavantage de ne pouvoir s'accomplir que dans deux 
sens contraires autour du centre des moments. 

38: Cas du couple. — Dans le cas singulier du couple, 
la somme algebrique des moments des forces P, — P,,par 
rapport a un point quelconque C du plan, se reduit au 
produit P X DE de Tune des forces par la perpendiculaire 
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commune : elle est done iudependante de la position qu'oc- 
cupe le point C dans le plan. Ce produit P X DE est ce que 
M. Poinsot appeUe moment du couple (P, — P). 

39. Resultante d 'un nomhre quelconque de forces situSes dans 
un meme plan, — Extension du theoreme des moments. — Quand 
on salt composer deux forces concourantes ou paralleles, il est 
f.icile de determiner la resultante d'un systeme quelconque de 
forces situees dans le meme plan; et Ton va voir que le theoreme 
des moments s'etend a ce cas. 

Parmi les forces donnees, on en choisit d'abord deux qui ne 
forment pas un couple (ce qui est toujours possible), et on les 
compose en une seule. Le systeme propose est ainsi remplac^ par 
un autre qui a une force de moins, et dans lequel la somme totale 
des moments des forces par rapport a un point quelconque du 
plan n'a pas change, puisque le moment de la resultante partielle 
est egal a la somme des moments des deux forces qu'elle rem- 
place. Mais on pent repeter, sur le nouveau systeme, la m^me com- 
position, c'est-k-dire le remplacer par un troisieme, dans lequel il 
y aura encore une force de moins, sans que la somme des moments 
ait change, et ainsi de suite. On pfirviendra ainsi toujours a reduire 
le systeme propose a deux forces. 

Main tenant, si ces dernieres ne forment pas un couple y pvi. les 
composera en une seule qui sera la resultante definitive, et le mo- 
ment de cette resultante par rapport a un point quelconque' du 
plan sera egal k la somme des moments de ses deux composantes, 
c'est-a-dire k la somme des moments des forces proposees. On a 
done ce theoreme general : 

Le moment de la resultante d'un systeme de forces situees dans 
un mSme plg,n, par rapport a un point quelconque du plan, est 
egal a la somme (algebrique) des moments des composantes. On 
prendra avec le signe -}- les moments des farces qui tendent k 
faire tourner leurs bras de levier ['ify) dans un certain sens, de 
gauche ^ droite, par exemple, autour du centre des monients ; et 
avec le signe — les moments des forces qui tendront k faire tour- 
ner en sens contraire. La resultante tendra k fiire tourner son 
bras de levier dans le sens des forces qui donnent la plus grande 

somme de moments. • 

4. 
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Dans le cas du couple, il n'y a plus de resultante unique, et 
la somme algebrique des moments des forces a une valeur con- 
stante (38], quelle que soit la position du point pris pour centre 
des moments dans le plan des forces. 

Le theoreme des moments ainsi etendu fournit un nouveau 
moyen de determiner la resultante d'un systeme quelconque de 
forces situees dans un m^me plan, si toutefois elle existe ; car on 
peut avoir d'abord la grandeur et la direction de la resultante en 
ti'ansportant toutes les forces parallelement a elles-memes en un 
meme point et les y composant en une seule ; puis le theoreme des 
mon^ents donne la distance de la resultante a un point fixe et le 
sens dans lequel elle agit, ce qui acheve de determiner cette force. 

4©. Composition d' un nombre quelconque de forces 
paralleles, — Centre des forces par alleles . — Conside- 
rons enfin un systeme quelconque de forces paralleles, non 
situees dans un m^me plan et appliquees a divers points 
d'un corps solide {fig* 32). Parmi ces forces, les unes P, 

Fig. 32. 




P', P",..., agissent dans un sens, les autres agissent dans 
le sens contraire. Si d*abord on s*occupe du premier 
groupe, on composera P avec P', puis la resultante (P-l-P') 
de ces deux forces avec une troisieme P'^, et ainsi de suite, 
jusqu'a ce qu'on ait epuise les forces de ce groupe. La 
figure indiquf les points d*application sUccessifs I, K,-- 
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de ces resultantes partielles : chacun d'eux divise la droite 
d'application ds^$ composantes en deux segments recipro- 
quement proportionnels aux forces. Toutes les forces du 
premier groupe seront ainsi reduites k une seule Ri, 
parallele a ces forces, ^gale a leur somme et appliquee 
en un certain point L qui sera determine par une suite de 
proportions. 

On composera de m<^me toutes les forces du second 
groupe en une seule R,, qui leur sera paralUle^ egale a 
leur somme et appliquee en un point N que Ton saura 
determiner de la meme mani^re. 

Le systeme etant ainsi reduit a deux forces Ri, Rj, pa- 
ralleles ct de sens contraires, on composera (inalement ces 
dernieres en une seule qui sera egale a leur diHerence et 
agira dans le sens de la plus grande. Dans le cas ou Ton 
aura Ri = Rj, le systeme n'admettra pas de resultante 
unique : c'est le cas du couple deja remarque. 

Concluons done qiiun systeme de forces paralliles, en 
tel nombre quon voudra, appliquees a diffevents points 
d'un corps solid e, admet (sauf le cas singulier du couple) 
une resultante parallele aux forces, egale h Vexces de la 
somme de celles qui tirent dans un sens sur la somme de 
celles qui tirent en sens contraire, et agissant dans le sens 
de la plus grande somme, 

Le point d'appHcation de cette resultante est determine 
par une suite de proportions qui ne dependent que des po- 
sitions des points d* application des forces et des rapports 
de grandeur qui existent entre elles. II suit de la que, si 
toutes les forces venaient a lourner autour de leurs points 
d'application A, A', A'^,..., sans cesser d'etre paralleles, et 
si leurs grandeurs venaient a varier sans cesser de conser- 
ver les memes rapports, leur resultante, qui changerait en 
meme temps de grandeur et de direction, ne cesserait pas 
de passer par le m6me point O. Ce point remarquable a 
re9u le nom de centre des forces paralleles. 
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Ainsi, le centre des forces paralleles est un point par 
lequel passe constamment la resuliante dii systeme de ces 
forces^ lorsqu elles viennenl a changer de grandeur et de 
direction, tout en conseruant leurs points d' application , 
leur parallelisme et leurs rapports de grandeurs. 

Quand Ics points d'application de toutes les forces paral- 
leles sont sur une m^me droite, la composition successive 
de ces forces montre que leur centre est aussi sur cette 
droite. Pareillement, si tous les points d' application sont 
dans un m^me plan, on voit que le centre des forces paral- 
leles est situe dans ce plan. 

41 • Des moments des forces paralleles par rapport a 
un plan, — Quand il s'agit d'un systeme de forces paral- 
leles, on est conduit a faire usage d'une nouvelle espece de 
moments. On appelle moment d' ur^e force par rapport a 
un plan le produit de cette force par la distance de son 
point d'application a ce plan. 

TfliiOREME. — Le moment de la resultante d'un sjsteme 
de forces paralleles par rapport a un plan est egal a la 
somme (algebrique) des moments des composantes. 

Ce theoreme se deduit aisement de celui des moments 
par rapport a un point. 

Considerons d'abord deux forces paralleles P, P' de 
m&me sens ou de sens contraire, appliquees aux points 
A, A' {fig. 33). Soient R leur resultante, O son point 
d'application, situe ou non entre A et A'; MN un plan 
quelconque par rapport auquel les trois points A, A', 
sont supposes d'un meme cote; z, z\ Zx les distances de 
ces points a ce plan. 

Si Ton prolonge AA' jusqu'a sa rencontre en C avec le 
plan, et qu'on prenne les moments par rapport a ce point, 
o'n aura (36) 

R.OC = P,AC-hF.A'C, 

egalite ou les forces pourront ne pas avoir le m^me signe, 
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mais ou les trois distances OC, AC, A'G sent positives. Or 
ces distances peuvent etre remplacees par les ordonnees 
2r,, ^, ^ qui leur sont propprtionnelles : done 

C'est le theoreme cherche pour le cas de deux forces. 

Cette demonstration suppose que AA' n'est pas parallele 
auplanMN^ mais dans le cas du parallelisme le theoreme 
est evident, puisque les distances z, z\ Zx deviennent egales 
et que Ton a R = P -f- F. 

Maintenant on passera au cas d'un nombre quelconque 
de forces paralleles P, P, P', . . . ayant leurs points d'ap- 
plication toujours situes d'un meme cote du plan. II suffira 
de composer les forces deux a deux, comme on I'a fait (40), 
et d'appliquer a chaque resultante partielle le theoreme 
precedent. En designant par R la resultante definitive et 
par Zx la distance du centre des forces paralleles au plan, 
on aura 

(l) Rz, = Pz -+- P'z' 4- P"2" H- V'z'" -f- . . . . 

Dans cette egalite, les forces doivent 6tre regardees comme 
.positives ou negatives, selon qu*elles tirent dans un sens ou 
dans le sens contraire, mais les distances z^, z, z'^ z'', . . . 
out encore toutes le m^me signe. 

Fig. 33. 



II reste a lever cette restriction. Soit xoj un plan quel- 
conque {fig' 34) par rapport auquel on veut prendre les 
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moments. Ce plan laisse des points tels que A, A' au-dessus 
de lui, et d'autres tels que A" au-dessous. Imagiuons un 
plan MN, parailele a xoy et distant de ce plan d'une quan- 
tite h assez grande pour laisser tous les points du systeme 
au-dessus de lui. L'equation (i) sera applicable a ce plan^ 
et si Ton designe par Z, Z', Z/\ ... les perpendiculaires Ab, 

Fig. 34. 




A'i', A'^i", . . . , abaissees des points A, A', A'',. . . sur ce 
plan, on aura 

RZ, = PZ -1- FZ' -f- P"Z" -4- . . . ; 

mais on a I'identite 

R^r=p^4-FA + p"//-f . ,., 

et, retranchant membre a membre, il vient 

R(Z, - h) =: P(Z - h) -f- P' (Z' — -^) -f- P''(Z'' — /i) -+-.... 

Or, si Ton con vient de regarder comme positives les 
distances au plan xoy des points tels que A situes au-dessus 
de ce plan, comme negatives les distances des points tels 
que A''' situes au-dessous, etde designer ces distances, pme^ ' 
ai^ec leurs signes, par les minuscules z, z', z"^ . . . , les rela- 
tions evidentes 

A« — A/^ — ab. A.'' a" = a" b" ~ A"//^ ... 



donnent 

zzzzZ — hy 



z" = h^Z" ou 



.// 



Z — h» . . 
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Par consequent, Tequation precedente equivaiit a 

Rz, = Pz -h P'z' -h P'^z" + P^'z*^ -4- . . . , 
ce qui est ie theoreme des moments dans toute sa generalite. 

4-2. Application a la determination du centre des forces 
paralleles. — Quand on connaitra les distances z^ z\ 
z!*^. . , des points d'application de toutes les forces a un 
plan, Tequation precedente fera connaitre la distance Zj 
du centre des forces paralleles a ce plan, 



Pz-HP'z'-r-P 



rf J' 



P + P' 4-P''-f-... 



Si done on prend successivement les momenls par rap- 
port a trois plans rectangulaires xoj^ xoz^joz [fig* 34) 5 
on aura, en grandeur et en signe, les distances du centre 
des forces paralleles a ces trois plans \ et par suite ce point 
sera completement determine dans Tespace. 

43. Centre des mojennes distances, —^ Si toutes les 
forces sont egales et de m^me sens, on aura, en designant 
leur nombre par «, 

P(3 -f- Z' -+- Z" -+-... ) Z — Z' -+- Z" -t- . . . 
Z, = — 

wP n 

La distance du centre des forces paralleles a un plan quel- 
conque est done eg ale, dans ce cas, a la moyenne distance 
de tons les points d'application ^ et ce centre prend le nom 
de centre des mojennes distances, 

£a general, etant donne un systemede points A, h'^X" jk!"^. , .^ 
situes comrae on voudra dans Tespace, on appelle centre des 
moyennes distances du systeme un point dont la distance \ un plan 
quelconque est la moyenixe entre les distances de tons ces points 
an meme plan. (II est entendu que les distances qui se rapporrent 
h des points situes de c6tes differeuts du plan sont prises avec des 
signes contraires.) 
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Ce centre peut se construire d'apres la regie suivante, qui de- 
coule immediatement de la composition d*un systeme de forces 
parall^les egales : 

Joignez deux des points, A et A' par exemple, et prenez AC, 
moitie de A A' ; joignez G ^ un troisieme point A" et prenez CD, 
tiers de CA"; joignez D k nn quatri^me point A'" et prenez DE, 
quart de DA^, el ainsi de suite. Le dernier point de division ainsi 
obtenu sera le centre des moyennes distances. 

Un systeme de points A, A', A", A'",... ne peut avoir qu'un 
centre de moyennes distances. En effet, il est inadmissible que deux 
points differents puissent dtre & la mdme distance de tons les plans 
imaginables. D'ailleurs, des qu*un point est situe k des distances 
donnees de trois plans qui n'ont qu'un point de commun, sa posi- 
tion dans Tespace est completement determinee. 

EXERCICES. 

I. Des foyers d'une ellipse on m^ne un couple de rayons vec- 
teurs k un point de la courbe, et Ton applique aux milieux de ces 
rayons deux forces parall^Ies, de m^me sens et proportionnelles 
aux longueurs de ces rayons. On demande le lieu decrit par le 
point d'application de la resultante, lorsque le couple de rayons 
vecteurs parcourt Tellipse. — Meme question pour T hyperbole, en 
renversant le sens de Tune des deux forces paralleles. 

II.. Une droite AB est partagee en n parties egales* : on applique 
aux points de division des forces paralleles, de meme sens et pro- 
portionnelles h. leurs distances au point A. On propose de deter- 
miner la distance au point A du centre de ces forces paralleles. 
— Limite vers laquelle tend cette distance quand n croit indefi- 
niment. 

ni, Demontrer que si des forces paralleles et de meme sens /?, 
p\ /?", . . . sont appliquees a cbacun des cotes d'un polygone plan 
ou gauche, en des points quelconques de ces cotes ou de leurs 
prolongements, et qu'on fasse parcourir k leurs points d'applica- 
tion, le long de ces cotes, simultanement et dans le mdme sens, 
des chemins /, /', /", . . . tels, que chaque produit/?. X I soit pro- 
portionnel k la longueur du cote auquel la force est appliquee, le 
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centre de ces forces paralitica demeurera immobile. — Cas oii les 
forces sont supposees egalcs. — Gas oh les chemins parcourus sont 
supposes egaux. 

IV. Quand un systeme de points A, A', A", A'*, . . . est dans un 
meme plan (ou sur une meme droite), le centre des moyennes 
distances de tons ces points est aussi dans ce plan (on sur cette 
droite). De plus, la distance de ce centre k une droite quelconque 
du plan (ou a un point quelconque de la droite) est moyenne entre 
les distances de tous les points k cette droite (ou a ce point). 

V. Si Ton projette sur un. plan (ou sur une droite) des points 
A, A', A'', A^', . . . , ainsi que leur centre des moyennes distances, 
la projection de ce centre sera le centre des moyennes distances des 
projections de tous ces points sur ce plan (ou snr cette droite). 

VI. Si Ton joint un point quelconque P de I'espace a chacun 
des points A, A', A", A^', . . . , et ^ leur centre w des moyennes 
distances, la projection de la droite Pu sur un axe quelconque 
sera moyenne entre les projections de tontes les droites PA, PA', 
PA", PA*^, . . . sur le m^me axe. — Cas ou le point P se confond 
avecle centre u. 

VII. La resultante d'un systeme de n forces, appliquees a un 
point m et representees par les longueurs /wA, mAf, mA", . . . , 
prises sur leurs directions, est dirigee suivant la droite m« menee 
du point m au centre u des moyennes distances des n points A, 
A', A'', . . . . De plus, cette resultante est repre'sentee par la lon- 
gueur mtii multipliee par n. 
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SIXifiME ET SEPTlfiME LECON. 

Programme. — Centre de gravite. — Sa determination dans quelques cas 

simples : triangle at pyramide. 

44. Pesanteur. — Parmi les di verses causes de mouve- 
ment, nou5 avons deja indique la pesanteur ou grai^ite, en 
vertu de laquelle on voit tous les corps tomber des qu'ils 
sonl librement abandonnes a eux-memes. Cette force resulte 
des attractions exercees par tous les points de la Terre sur 
les corps que Ton considerc a sa surface, attractions dont 
Teffet est diminue par la force centrifuge qui provient du 
mouvement de rotation du spheroide terrestre. 

L'observalion montre que toutes les particules dans les- 
quelles on peut diviser un corps, quelque petites qu*elles 
soient, sont pesantes, et que dans leur chute elles prennent 
toutes une direction perpendiculaire a la surface des eaux 
tranquilles. Cette direction se nomme verticale, 

Lorsqu'un corps est suspendu a rextremite d*un 61 suflS- 
samment resistant, on observe non-seulement que ce fil 
prend une direction verticale, mais qu'il eprouve une ten- 
sion. Mesuree au dynamom^tre, cette tension est continue 
et constanie dans le meme lieu. 

Des experiences, dont Texposition appartient a un autre 
Cours, out appris que Tintensite de la pesanteur varie. a la 
surface de la Terre, avec la latitude : elle augmente a me- 
sure que Ton s'avance de Tequateur vers les p6les. Elle varie 
aussi, pour une m^ine latitude, avec Televation du lieu au- 
dessus du niveau des mers, ouTaltitude. Mais ces variations 
sont insensibles tant que les deplacements ne sont pas tres- 
grands relativement aux dimensions ordin aires des corps 
que Ton considere en Mecanique. 

L'experience journaliere nous montre de plus que, dans 
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toute Tetendue que notre vue peut embrasser, les vertlcales 
sont des droites parall&les. Cepcndant, la surface dc la 
Terre, ou le prolougement du niveau des mcrs en equilibre, 
etant a peu pres spberique, les perpendiculaires a cette 
surface doivent converger sensiblement vers le centre du 
spberoi'de. Mais ce point de concours est comme infiniment 
eloigne par rapport aux distances des points materiels aux- 
quels les forces que nous considerons sont appliquees. 

45. Poids, — Centre de grauite, — Toutes ces donnees 
de Texperience nous conduisent a regarder un corps pesant 
comme Tassemblage d*une infinite de molecules ou points 
materiels, tous soUicites par des forces verticales, paral- 
leles, constantes, dont Tintensite est independante de la 
position que ces points occupent les uns par rapport aux 
autres. 

Ces forces ont done une resultante qui leur est parallele 
et egale a leur somme. C*est le poids du corps. Ainsi se 
trouve completee la notion que nous avions donnee du poids 
au debut de ces Lecons. 

On a pris pour unite le poids d'un centimetre cube d'eau 
distillee, au maximum de densite, c'est-a-dire a la tempe- 
rature de 4 degres centigrades. Ce poids a recu le nom de 
grdmine; mais Tunite de poids, usuelle en Mecanique, est, 
comme nous I'avons deja dit, le kilogramme, auquel on 
rapporte toutes les autres forces. 

11 est bon de remarquer que, bien que le poids d'un 
m^me corps varie d'un lieu du globe a un autre, Texpres- 
sion de ce poids en grammes ou kilogrammes est la m^me 
en tout lieu. Cela tient a ce que, en m^me temps que Tac- 
tion de la pesanteiu: sur le corps a peser varie, elle varie 
aussi, et dans le meme rapport, sur les grammes destines a 
mesurer son poids. 

Le centre des forces paralleles de la pesanteur prend le 
nom de centre de grav^ite. 



■ 
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Si Ton donne a un corps diverses positions par rapport 
a la vcrticale, sans changer sa figure, les forces de la pesan- 
teur appliquees aux molecules seront dans les m^mes condi- 
tions que si elles toumaient autour de leurs points d'appli- 
cation, sans cesser d'etre paralleles ^ et par consequent (40) 
la position du centre de gravite par rapport aux difTerents 
points du corps ne changera pas. Ainsi le centre de gravite 
d'un corps est un point de position invariable relativcment 
aux molecules qui le composent, et par lequel passe con- 
stamment la direction du poids, quelque position que Ton 
donne au corps. 

46. Determination expSrimentale du centre de grai^ite. 
— Le centre de gravite d'un corps solide, qui n'est soumis 
qu'a la seule action de la pesanteur, a une propriete carac- 
teristique : c'est que, si ce point vient a ^tre fix^, le corps 
sera en equilibre dans toutes les positions possibles autour 
de ce point. En effet, la resultanie des forces de la pesan- 
teur y passera toujours et y sera detruite. Nous supposons, 
bien entendu, que le centre de gravite fasse partie de la 
matiere m^me du corps pesant, ou qu'il lui soit invariable- 
ment lie. 

Fig. 35. 




Cette proprieje foumit un moyen experimental, employe 
dans les arts mecaniques, pour determiner le centre de gra- 
vite des corps, quand leur figure est trop compliquee pour 
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que les methodes geometriques soient applicables. Si Ton 
suspend le corps a un point fixe par une corde attacheo a 
Tun des points de sa surface, la corde prendra, dans Tetat 
d'equilibre, une direction- verticale dont le prolongement 
passera necessairement par le centre de gravite [fig^ 35) ^ 
car si cette condition n^etait pas remplic, Taction de la pe- 
santeur ne pourrait etre detruite par la resistance du point 
fixe. Ainsi le fil a plomb permettra de determiner sur le 
corps la trace AC d*un plan vertical passant par le centre 
de gravite. En suspendant le corps par deux autres points 
de sa surface, on aura les traces de deux autres plans conte- 
nant le centre de gravite, et la determination de ce point 
s'ensuivra. Au lieu de suspendre le corps a Taide d*une 
corde, on prefere quelquefois le poser sur Tarete trancliante 
d'un corps fixe et chercher par tatonnement la position 
dequilibre. La difficulte inherente a ces procedes est de 
suivre sur les faces, et sur tout a Tinterieur du corps, les 
traces des plans verticau:jt dont Tintersectton doit fournir 
le centre de gravite. Gependant ils s'appliquent bien a la 
determination du centre de gravite d'un solide plat, tel 
qu'une lame ou une planche de figure quelconque. En tout 
cas, ils donnent, a d^faut d'une determination exacte, 
d utiles indications sur la position de ce centre. 

47. Corps homoghnes. — Dans les corps homog&nes, 
cest-i-dire formes d'une m^mematiire uniformeoientTe- 
pandue dans toute I'etendue du volume, Tobservation 
montre que des volumes egaux ont des poids egaux. Le 
poids d'une partie quelconque du corps est alors egal a son 
volume multiplie par un facteur constant qui est le poids 
sfecifiifue de la substance. Ce facteur commun disparait, de 
lui-mAme, de toutes les proportions ou equations que Ton 
pose pour determiner le centre de gravite \ en sorte que la 
recherche de ce centre ne depend que de la figure du corps 
et se reduit a une pure question de Geometric. 
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II n'en est plus de meme dans les corps hetero genes, Des 
volumes egaux out generalement des poids diiferents. II 
faut alors avoir egard, dans la recherche du centre de gra- 
vite, a la loi suivant laquelle le poids specifique varie d'une 
molecule a une autre. Le probleme devient plus complexe 
et sort du domaiue des elements de Mecanique. Nous ne 
nous occuperons done que des corps homogenes, et meme 
nous devrons nous borner a ceux que Ton considere dans la 
Geometric elementaire^ car la solution generale du pro- 
bleme exigerait Temploi du Calcul integral. 

48. Ce quon appelle centre de granite d'une surface, 
d'une ligne. — Par extension d'idee, on attribue des centres 
de gravite aux surfaces pt aux lignes, bien qu'elles n'aient 
ni matiere ni poids. Ce qu'on appelle centre de gravite 
d'une surface, c'est le centre des forces paralleles qu'on 
imagine appliquees a tons les elements de cette surface, de 
maniere qu'a d^s aires equivalentes correspondent des re- 
sultantes egales. Le centre de gravite d'une ligne se definit 
de la meme maniere. 

Nous verrons bient6t Tutilite de cette extension pour la 
determination des centres de gravite des solides. 

49. Cos oil le corps a un centre, ou un axe, ou un plan 
de symetrie, — Quand un corps homogene, une surface, 
unfe JigM presentent un ceuitre, ou un axe de symetrib, ou 
un plan de symetrie, le centre de gravite, dont la position 
ne depend que de la figure, doit se trouver en ce point, ou 
sur cet axe, ou sur ce plan. Cela resulte clairement de la 
composition successive des forces i 

Ainsi le centre de gravite du volume ou de la surface d'uae 
sphere, ou d'un ellipsoide, est au centre de figure 5 le centre 
de gravity d'un parallelepipede, au point d'intersection de 
ses diagonales 5 celui d'un cylindre droit ou oblique, au 
milieu de la ligne qui joint les centres des deux bases; celui 
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d'un anneau, au centre de cet anueau ; celui d'un cercle ou 
d'une ellipse, au centre de figure^ celui d'un parallelo- 
gramme, au point d'intersection des deux diagonales ] celui 
d'une droite, au milieu de sa longueur. 

50. Centre de gravite du contour d'un ttiangle. — Le centre de 
gravite d'un contour polygonal s'obtiendra en composant deux k 
deux les forces paralldles qu'on imaginera appliquees aux milieux 
des cotes et proportionnelles u leurs longueurs. 

Considerons en particulier le cas d'un contour triangulaire 
ABC [fig- 36). Soit L le point d'application de la resultante des 

Fig. Sf). 



i 




A, i: c 



deux forces paralleles appliquees aux milieux E, F des c6tes AC, 
BC et proportionnelles k ces cotes : le centre de gravite du con- 
tour du triangle sera sur la df'oite DL qui jc^nt le point L au mi- 
\ lieu du troisieme cote. Or on reconnait aiiement que cette droite 
est bissectrice de Tangle EDF; car on a (31) 

EL BC _ ED 
LF""AC""DF* • 

Le c4rtfe de gr^ite n'est done aUtre que le point d'ilter^Ck- 
tion O des bissectrices du triangle EDF, c'est-a-dire le centre du 
I cercle inscrit au triangle forme en joignant les milieux des trois 
^ cdtes du r on tour, 

51 . Centre de grai^ite de I' aire du triangle. — Si Ton 
imUgine que le triangle ABC {^fig' Sj) soit decompose en 
tranches inflniment minces, telles que IK, paralleles a Tun 
des cotes, le centre de gravite de chacun de ces filets mole- 
culaires ^ra au milieu de sa longueur, et la.mediane 6D, 
qui passe par tons ces points ^milieux, con^iendra le ceq^c 



5 
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de gravite du systeme (40), c'est-a-dire celui du triangle. 
De m6me, le centre de gravite devra se trouver snr la me- 




diane AE. II sera done a leur intersection G. Or les triangles 
setnblables ABG^.DEG donnent 



DG DE I 



BG AB 2' 

done DG est le tiers de BD. 

Ainsi le centre de grav^ite de I'aire du tr^ngle coincide 
ay^ec le point d' intersection des trois medianes, et il est 
au tiers de cliacune d*elles, a partir du cote auquel elle 
about it. 

52. Autre demonstration. — Si Ton ne veut pas faire usage de 
la decomposition en tranches infinitesimales, on pent recourir a la 
methode des limites, combinee avec le theoreme des moments. 

Par le milieu D du c6te AC [fig. 38), menons des paralleles 




DE, DF aux deux autres cotes. Le triangle sera ainsi decompose' 
en un partdlelogramme BEDF et deux triangles egaux ADF, DEC. 
Si Ton con9oit qu'aux centres de gravite de ces figures soient ap- 
pliquees des fo^^ces paralleles et propoftionnelles a Iturs aires, 
I aiye du triangle .total pourra ^tre consid^re'e comme une resul- 



* 
* 
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tante dont les aires du parallelogramme et des deux triangles par- 
tiels seront les composantes. Le moment de cette resultante, par 
rapport k un plan conduit suivant AC perpendiculairement au plan 
de la figure, sera egal h la somme des moments des composantes, 
et, dans I'expression de ces moments, il ji'entrera que les distances 

m 

a la droite AC. Si done on designe, ]^r x la distance inconnue du 
centre de gravite du triangle totap it cette droite, et par :r, la dis- 
tance pareillement inconnue du centre de gravite de chaque triangle 
partiel k la m^me droite ; par ^a Taire du triangle total e^par h sa 

h 

hauteur, on aura, en observant que - est evideniment la distance 
du centre de gravite du parallelogramme k AC, 

ff 

Lax z=z2,a h axx-^ ax^. 

2 



d'oii 



I X, 

xz=i^ h -\ • 

4 ^ 



En appliquant au triangle partiel ADF la meme decomposition, 
et designant par ^2 la distance analogue a ^i, on aura de meme 

I h .r, 

X,= -r---\ 

42 2 

Gontinuons indefiniment les memes operations : nous aurons 



I h j-3 

r, rrr — — - H 

42^ 2 



I A» 



> 



•^« 



4 2""' 2 ' 



d'o^, par substitutions successives. 



Or les inconnues ^,, x^, •cj, . . . , x^ vont en decroissant et ont pour 
limite zero, car elles sont respectivement moicgtlres que les kaii* 

5. • 
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teurs des triangles partiels qui leur correspondent, et ces hauteurs 
suivent la progression geometrique decroissante a Tinfini 

* 'h h h h 

2 7} *7} 2* 

done, k la limite, on aura^ _ 

xz=h I 7 + 7-+ 7: 

\4 4' 4* 

OU 

3 

Le centre de gravite du triangle ABC est done distant de chaque 
cote d'une quantite egale au tiers de la hauteur du sommet op- 
pose. D'ou il est bien aise de cbnclure qu'il se trouve sur la me- 
diane, au tiers de cette droite k partir du cote. 

53. Corollaire, — Le centre de gravite du triangle coin- 
cide avec celui du systeme de trois spheres egales ou poids 
egaux, dont le^ centres de gravite seraient places aux trois 
sommets A, B, C ^ car, pour irouver le centre de gravite 
de ce systime, on n'a qu*a composer d'abord deux des 
forces egales, appliquees en A et C par exemple, ce qui 
donne une force double appliquee au milieu D de AC \ puis 
a composer celle-ci avec la troisieme force appliquee en B, 
ce qui conduit a diviser BD en deux segments dans le rap- 
port de I a 2. 

Le centre de gravite d*un triangle est done aussi (43) le 
centre des moyennes distances de ses trois sommets a un 
plan quelconque. 

54. Centre de gravfite d'un poly gone quelconque. — 
Connaissant le centre de gravite du triangle, on saura de- 
terminer celui d'un polygone quelconque, qui n'est autre 
chose qu'un assemblage de triangles. II suffira d'imaginer 
qu'aux c^tres de gravite des triangles dans lesquels le poly- 
gone sera decompose soient applique^ des forces paralleles, 
dc meme sens, et proportionnelles a leurs aires ^ et Ton 
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n'aura plus qu'a chercker Ic centre de ces forces paralleles, 
soit par la composition successive des forces, soit par Ic 
theoreme des moments. 

55. Trapeze. — Quadrilatere, — Les resultats simples auxquels 
on parvient, dans les cas du trapeze et du quadrilatere quelconque, 
meritent d'etre remarques. 

Soit le trapeze ABCD. On voit d'abord, comme pour le triangle, 
que le centre de gravite est situe sur la ligne IF [fig, Sg), qui 

Fig. 39. 



joint les milieux des deux bases. U suffit done de cheraher dans 
quel rapport cette ligne est divisee par le centre de gravite. 

Soieut B, h les deux bases, h la hauteur du trapeze, x la distance 
du centre de gravite a la base B. La diagonale AD decompose le 
trapeze en deux triangles ABD, ACD dont les centres de gravite 

sont eleves au-dessus de AB des quantites ^ ^^ T* ^^ *^^^^ ^® ^^ 

triangles et du trapeze sont proportionnelles aB, 6, B + 6. Si done 
on prend les moments par rapport a la droite AB, comme on I'a 
dejSi explique (52) pour le triangle, on aura 

(B-|-^^)x = (B -t-2*)-. 

Cette equation suffit pour determiner x ; mais il vaut mieux la com- 
biner avec celle que Ton obtient en cherchant la distance^ du centre 
de gravite G a la petite base. II suffit pour cela de changer B en 6 
et .2: en y dans la precedente, ce qui donne 

(B-h*)r = (^ + 2B)j-, 

d'ou, en divisant membre ^ membre, 

.r B-*-2fe 

r "~ 6-f-2B* 
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Aiosi le centre de gravite dn trapte divise la ligiie IF m deux 
s^ments qui sont entre eux comme la grande base angmentee dn 
double de la petite est a la petite base augmentee dn double de la 
grande. 

De lik cette construction : On prolonge chaque base, en sens 
control re, d'une longueur egale a I 'autre; puis on joint les ejrtre- 
mit^s T, S de ces prolongements. Cette droite va couper la ligne 
qui Joint les milieujr des deujr hoses au centre de granite cherche. 

On remarquera c{ue le rapport des segments GF, GI est indepen- 
dant de 'la hauteur dn trapeze. 

Passons au quadrilatere quelconqne ABCD [fig* 4o)- Le centre 
de gravite est situe snr la droite IF qui joint les centres de gravite 




des deux tiiangles dans lesquels le quadrilatere est decompose par 
la diagonale AC, et cette droite est parallele ^ I'autre diagonale, 
puisqu'ellc divise les medianes £B, ED cliacune au tiers de leur 
longueur. La meme consti'uction, repetee sur les triangles BAD, 
BCD, dans lesquels le quadrilatere est decompose par la diagonale 
BD, fournirait une seconde droite sur laquelle se trauverait le centre 
de gravite de la figure , et par consequent ce point serait deter- 
mine; mais il y a une construction plus elegante. Le centre de 
gravite G doit diviser la droite IF en deux segments reciproque- 
ment proportionnels aux aires ABC, ACD, ou hien aux longueurs 
BM, MD. On doit done avoir 

FG BM 
IG ~"MD' 

soit O le point d'intersection de la droite IF avec la diagonale AC, 

on a aussi 

lOBM 

OF "~ »1D ' 
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done 



ou 



FG 


IO 


IG 


OF' 


FI 


FI 


FG 


10' 


FG — 


10. 



d ou 



De la celle construction : On joint le milieu Y,de I 'une des dia- 
gonales atur deuuv sommets opposes B, D ; on prend sur BE un 
point I au tiers de cette ligne a partir du point E, et I' on tire IF 
parallele a I 'autre diagonale, qui rencontre la premiere en O ; en fin 
on prend FG =: 10. G est le centre de gravite cherche, 

Enfin, si Ton remarqae que la droite EG prolongee [fig- ^i) 
coupe BD en un point S tel, que DS = BM, on est conduit a cette 




autre construction fort simple : Tirez les deu.r diagonales qui se 
coupent au point M; prenez les miliewr E, K ^^ ces droites, et, sur 
ces m^mes droites, les points 1 etS tels, que DS = BM et CT = AM. 
Joignez TK et SE, et ces deux droites se rencontrent au centre de 
gravite cherche. 

Du quadrilalere on passerait au pentagone en decomposant cette 
figure en un quadrilatere et un triangle, et cela de deux manieres 
differentes : on aurait ainsi deux droites sur lesquelles se trouve- 
rait le centre de gravite, etc. 

56, Centre de grav^ite du prisme triangulaire. — Ima- 
ginonsque le prisme triangulaire ABCDEF (fig- 4^) soil 
decompose en tranches iniiniment minces, paralleles a Tune 
de ses faces laterales, telles que HIKL : le centre de gravite 
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de ce parallelogramme materiel sera (49) au milieu de la 
droite MN, qui joint les milieux de deux c6tes opposes ^ et 
le lieu des points milieux des droites telles que MN sera 
evidemment la mediane RO de la section triangulaire PQR 
menee a egales distances des deux bases du prisine. Le 




centre de gravite du systeme de toutes ces tranches, ou le 
centre de gravite du prisme, est done situe (40) sur cette 
mediane; et, par consequent, il n'est autre (51) que le 
centre de gray^ite de la section PQR. D'ou Ton conclut que 
le centre de granite du prisme triangulaire est situe au 
milieu de la droite qui joint les centres de grav^ite des 
deux bases. 

II est bon do remarquer en m6me temps que le centre de 
gravite du prisme est distant de chaque face laterale d'une 
quantite egale au tiers de la distance de Tarete parallele 
opposee. 

Corollaire. — Le centre de gravite d'un prisme trian- 
gulaire coincide avec celui de six spheres egales, ou poids 
egaux, dont les centres de gravite serai ent places aux six 
sommets. Ce point est done aussi le centre des moyennes 
distances des six sommets du prisme a un plan quelconque. 

57. Prisme quelconque, — Tout prisme a base polygo- 
nale pent etre decompose par des plans diagonaux en prismes 
triangul aires. On est ainsi ramene a chercher le centre d un 
systeme de forces paralleles qu'on imagine appliquees aux 
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centres de gravite des triangles dans lesquels se decompose 
la section faite a egale distance des bases, forces propor- 
tionnelles aux volumes de ces prismes triangulaires. Mais 
ces volumes sont eux-m6mes proportionnels aux aires des 
triangles qui leur correspondent. Le centre du systeme de 
ces forces paralleles n'est done autre que le centre de gra- 
vite de Taire du polygone de section. Ainsi le centre de 
grav^ite d'un prisme quelconque est le centre de gra\^ite de 
la section faite h egale distance des deux bases. On peut 
dire aussi que ce centre est situe au milieu de la ligne qui 
joint les centres de gravite des deux bases. ^ 

58. Centre de gray^ite de la pyr amide triangulaire. — 
La decomposition de la pyramide en tranches infiniment 
minces, paralleles a Tune des faces, conduit, aussi aisement 
que pour le triangle, a son centre de gravite. En effet, le 
centre de gravite de chaque tranche materielle EFK [Jig- 43) 



peut 6trc confondu avec celui du triangle qui lui sert de 
base. Or, le lieu de tons ces points est la droite DO qui joint 
le sommet D au centre de gravite O du triangle ABC \ par 
consequent, le centre de gravite de la pyramide est situe 
sur cette droite. II est pareillement situe sur la droite CI 
qui joint le sommet C au centre de gravite I de la face ABD. 
Ces deux droites se coupent done en un point G qui est le 
centre de gravite cherche. (D'ailleurs, on voit bien qu'elles 
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sont contenues dans le m^me plan DHC.) De plus, les 
triangles semblables donnent 



d'ou 



GO _ 01 _ OH _ j^ 
DG ■" DC ■" HC ~ 3 ' 



GO = 7 DO. 

4 



On a done ce theoreme : Le centre de gravite d'une 
pjramide triangulaire est sitae sur la droite qui joint un 
sommet qnelconque au centre de graMe de la face oppo- 
see, et au quart de cette ligne a partir de cette face, 

69. Jutre demonstration. — Le theoreme des moments peut 
encore s'appliquer a cette question. On decompose la pyramide 
en quatre figures, deux pyramides egales et deux prismes trian- 
gulaires equivalents, a I'aide de trois plans menes par le milieu 
d'une arete. 

La fig. 44 represente cette decomposition. Les trois plans 
menes par le milieu K de I'arete BD sont : KEF parallele a la face 
ABC, KLM parallele a la face ADC, et KEOM mene par les deux 

Fig. 44. 



droites EK, KM. Les quatre figures qui resultent de cette con- 
struction sont, com me on sait, deux pyramides egales BLKM, 
DEKF, et deux prismes triangulaires equivalents MOCKEF, 
MKLOAE. Si Ton designe par 8a le volume de la pyramide totale, 
a sera le volume de chaque pyramide partielle, et 3 a le volume 
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de chaque prisme. On prendra les moments par rapport a la face 
ABC. Soient x^ x, les distances du centre de gravite cherche et 
du centre de gravite de la pyramide BLKM a cette face, h la 
hauteur de la pyramide totale; on trouvera aisement 

les developpements que nous avons donnas dans un calcul ana- 
logue (52) nous dispensent d'entrer dans plus de details. Le re- 

sultat fin«il est 

h 

4 

d 'oil il est aise de conclure le theoreme enonce. 

60. Corollaire. — Le centre de gravite de la pyramide 
triangulaire coincide avec celui de quatre spheres egales, 
ou poids egaux, dont les centres de gravite seraient places 
aux quatre sommets (theorfeme du a Roberval). En effet, si 
Ton cherche d'abord le centre de gravite du systeme de trois 
de ces corps places aux sommets A, B, C, on trouvera (53) 
le centre de gravite de la face ABC^ puis il faudra com- 
poser un poids triple appliqu^ en ce point, avec le poids 
simple applique au quatrieme sommet D, ce qui conduira 
precisement a la construction du centre de gravite de la 
pyramide. 

11 suit de la que le centre de gravite d'une pyramide 
triangulaire est le centre des moyennes distances de ses 
quatre sommets a un plan quelconque. 

61. Reman/ lies. — I. Dans quelque ordre que Ton 
compose entre eux les quatre poids egaux appliques aux 
sommets de la pyramide, on doit arriver au meme resultat 
final. Or, si Ton commen9ait par composer les deux poids 
appliques en A et B, puis les deux appliques en C et D, on 
aurait deux poids doubles des precedents, appliques aux 
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milieux des aretes opposees AB, CD, lesquels se compose* 
raient finalement en un seul applique au milieu de la droite 
qui joint leurs points d' application. Done on peut dire 
encore que le centre de gravite d'une pjr amide triangu^ 
laire est au milieu de la droite qui joint les milieux de 
deux arStes opposees quelconques. Ceci fait voir, si on ne 
le say ait deja, que les trois droites qui joignent les milieux 
des ar6tes opposees d'un tetraidre concourent en un meme 
point, distant de chaque face d'une quantite egale au quart 
de la hauteur du sommet oppose, et s'y divisent mutuelle- 
ment en deux parties egales. 

II. La propriete du centre des moyennes distances etablie 
ci-dessus avait deja ete reconnue vraie pour le triangle et 
pour le prisme triangulaire. Elle est evidente pour le paral- 
lelogramme et pour le parallelepipMe, mais il faut se garder 
de la generaliser. Ainsi elle n'est plus vraie pour un qua- 
drilatere quelconque, ni meme pour le trapeze ; dans ce 
dernier cas, en effet, le centre des moyennes distances des 
quatre sommets est au milieu de la ligne qui joint les mi- 
lieux des deux bases, tandis que Ton sait que le centre de 
gravite occupe sur cette ligne une position plus rapprochee 
de la grande base que de la petite* 

62. Pyr amide quelconque. — On demontrera, comme 
pour le prisme (57), que le centre de gravite d'une pyra- 
mide quelconque coincide avec celui de la section parallele 
a la base, menee a une distance de cette base egale au quart 
de la hauteur du sommet. Ce point est done sur la droite 
qui joint le sommet au centre de gravite du poly gone de 
base, et au quart de cette ligne a partir de la base. 

63. Centre de gravite du tmnc de pyramide triangulaire a bases 
par alleles, — La recherche de ce centre presente encore une inte- 
ressante application du theoreme des moments. On reconnait d'a- 
bord, comme pour la pyramide, que ce centre est situe sur la 
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ligne IK (/?^. 45), qui joint les centres de gravite des deux bases : 
il suffit done de chercher dans quel rapport cette ligne estdivisee 
par le centre de gravite. 

Fig. 45. 

D F 




A cet effet, concevons le tronc decompose en trois pyramides 
ayant pour hauteur commune la hauteur h du tronc, et pour 
bases, Tune la base inferieure B, I'autre la base superieure ^, la 
troisieme une moyenne proportionnelle entre les deux bases. Les 
volumes de ces trois pyramides et celui du tronc seront respecti- 
vement proportu)nnels a 

B, hy yl'nb et B 4- * -h v/b^; 

la distance du centre de gravite de la premiere pyramide au plan 

h 
de la base B sera j \ la distance du centre de gravite de la deuxieme 

pyramide au m^me plan sera--^-» Quant a la troisieme pyramide, 

representee sur la figure par EDAC, on ne voit pas immediate- 
ment quelle est la distance de son centre de gravite i la base B. 
Mais, si Ton considere que cette distance doit^tre (60) la moyenne 
des distances des quatre sommets A, C, D, E, dont deux sont dans 
le plan de la base et les deux autres eleves au-dessus de ce plan 

de la quantite A, on en conclut qu'elle est egale a -y" ^^^^ ^ ^^ 

distance du centre de gravite du tronc h la base B. En prenant les 
moments des trois pyramides par rapport a ce plan, et egalant 
leur somme a celui du tronc, on aura Fequation ^ 
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qui est propre a determiner x. Mais il vaut mieux la combiner 
avec celle qui determine la distance y du centre de gravite cherche 
a la base h ; il suffit de changer B en 6 et reciproquement, et Ton a 

(B-h^-+-\/B^)j==7(*-+-3B-f- 2^B^). 

Enfin, diyisant ces deux equations membre a membre, il vient 

X B -h 3i -+-2a/5^ 
y ft H-3B-4-2 v/b^ 

Tel est le rapport des segments dans lesquels la ligne IK est par- 
tagee par le centre de gravite. 

Pour faciliter cette division, on remplacera les bases B, h par 
les carres des c6tes homologues AB, DE, qui leur sont propor- 
tionnels. Si Ton designe ces cot^s par L, /, on aura 

y " /»-l-3L'-4-2L/' 

Ce resultat convient a un tronc de pyramide a bases paral- 
leles quelconque. Il suffit, pour s'en convaincre, de decomposer 
le tronc de pyramide polygonale en troncs triangulaires par des 

plans diagonaux, et de remarquer que le rapport — ne varie pas 

d*un tronc triangulaire a un autre; en sorte que les centres de 
gravite de tons ces troncs sont situes dans une meme section plane 
parallele aux bases, et ne sont autres que les centres de gravite 
des triangles memes dans lesquels cette section est decomposee. 
D'ailleurs, les volumes des troncs sont proportionnels aux aires 
de ces triangles. Done le centre de gravite du tronc de pyramide 
polygonale coincide avec le centre de gravite de la section, et se 
trouve sur Ja droite qui joint les centres de gravite des deux bases. 
Enfin il divisera cette droite dans le rapport marque par la pro- 
portion etablie ci-dessus, et ou B et b designeront les bases poly- 
^onales du tronc. 

64. Poljedre quelconque, — Cjlindre^ cone et tronc 
de cotie. — Comme tout polyedre peut se decomposer en 



PREMIERE PARTIE. 



STATIQUE. 



79 



pyramides triangul aires, on saura determiner le centre de 
gravite d*un polyedre queiconque par la methode qui a ete 
exposee (54) pour le passage du triangle au polygone. 

Le centre de gravite du polyedre forme de Tassemblage 
de deux pyramides rectangulaires s'obtiendra par une regie 
analogue a celle que nous avons donnee pour le quadrila- 
tere queiconque (55). Nous laissons au lecteurcesexercices. 

Les resultats obtenus plus haut pour les prismes, pyra- 
mides et troncs de pyramide, conviennent sans modification 
aux cylindres, c6nes et troncs de cone, puisqu*on pent les 
considerer comme limites de polyedrcs a faces infiniment 
petites. 

65. THEOfiiME DE Leibnitz. — Nous terminerons cette theoriQ 
elementaire des centres de gravite par la demonstration d'un 
theoreme remarquable dd a Leibnitz : Si I 'on applique, au centre 
de gravite d*un sjrsteme de poids egaux, des forces representees en 
grandeur et en direction par les droites qui vorit de ce centre aux 
centres de gravite des poids, ces forces se feront equilibre. 

En effet, soient A, A', A", . . . [fig. 4^) les centres de gravite 
de poids egaux, dont/? est la grandeur commune; 

Fig. /|6. . 




G le centre de gravite du systeme ; 
d, d\ d'\ ... les distances GA, GA', GA^, . . . ; 
a, p, 7 les angles que la direction GA fait avec trois axes rectan- 
gulaires Ga:, G^, Gz, menes a volonte par le point G ; 
a', p', 7' les angles analogues pour la direction GA', etc. 
La somme des moments des poid^/? par rapport au plan xQty 
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sera evidemmenl 

pd COS7 -h pd' COS7' -^ pd" COS7" 4- . . . ; 

mals cette somme est nulle, car elle est egale au moment du poids 
resultant, applique au point G, et ce point est dans le plan xOy. 
Done, en omettant le facteur commun/?, on a 

d C0S7 -+- W cos 7' -h d" C0S7" -4- . . . = o, 

ou, pour abreger, 

^^ f/cos7 = 0. 

On demontrerait de meme que 

\^rfcosp=:o, et y ^/cosa nr o. 

Or ces trois equations sont precisement (28) celles qui expri- 
raent Tequilibre des forces d^ d\ d" ^ . . . , dirigees suivant GA, 
GA', GA'^.. ... c. Q. F. D. 

Reciproquement, si des forces en nombre quelconque se font 

equilihre sur un point, ce point est le centre de gravite du systeme 

de poids egawrdontles centres de grai^ite sont supposes places aux 

ertre mites des droites qui representent ces forces en grandeur et en 

^direction. 

li suffirait, pour demonlrer cette reciproque, de reprendre en 
sens inverse les equations qui ont servi ^ etablir la proposition 
directe. 

Les exercices VI et VII, proposes a la page 5g, ont une ana- 
logie evidente avec ce theoreme de Leibnitz. 

Corollaires, — I. II y a equilibre entre trois forces appliques 
au centre de gravite d'un triangle, et representees en grandeur et 
en direction par les droites qui vont de ce point aux trois sommets. 

Et reciproquement, si trois forces sont en Equilibre sur un 
point, ce point est le centre de gravite du triangle dont les som- 
taets sont les extremites des droites qui representent ces forces en 
grandeur et en direction. 

n. II y a equilibre entre quatre forces appliquees au centre de f 
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gravite d'une pyramide triangulaire, et repr^sent^ en grandeur 
et en direction par les droites qui vont de ce point aux quatre 
sommets. ^ 

Et reciproquement, si quatre forces sont en equilibre sor un 
point, etc. 

m. M^mes conclusions pour six forces appliquees au centre 
de gravite du prisme triangulaire et representees par les droites 
qui vont de ce point aux six sommets. 

lY. Si Ton suppose que toutes les molecules ^ales d'un corps 
solide homogene soient attirees vers son centre de gravite par des 
forces proportionnelles k leurs distances k ce centre, il y aura 
equilibre entre toutes ces forces. 

EXERQCES. 

I. Le centre de gravite de la surfiice d'une pyramide triangu- 
laire est le centre de la sphere inscrite a la pyramide que Ton 
forme en joignant les centres de gravite des quatre faces de la 
pyramide proposee. 

n. Si, par un sommet A d'un tetraedre ABGD, on m^ne une 
droite AE egale et parall61e a Tarete CD et dirig^e dans le meme 
sens que cette ar^te conside'ree comme partant du sommet C, et 
que par I'extremite E on mene une droite EH ^gale et parallele 
a Tar^te CB et de meme sens qu'elle, la droite qui joindra le point C 
au point H passera par le centre de gravite du tetraedre, et y sera 
divisde dans le rapport de i ^ 3. 

III. Le volume d'un prisme (ou d'un cylindre) tronque est egal 
au prpduit de sa base par la perpendiculaire abaissee du centre de 
gravite de la section incline sur le plan de cette base. 

Ce ^volume a encore pour expression le produit de la section 
droite du prisme (ou cylindre) par la droite qui joint le centre de 
gravite de la base k celui de la section inclinee. 

IV. Thioreme de Guldin, — Le volume engendre par un poly- 
gone (ou une aire plane quelconque), tournant autour d'un axe 
situ^ dans son plan, est egal au produit de cette aire par la circon- 
ference que d^rit son centre de gravite. 

y. Si Ton applique au centre de gravite d'un syst^me de poids 

6 
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P-i P'y p" 't- ' * ^^^ forces ditigees suivant les droites qui vont de 
ce centre aux centres de gravite des poids, et proportionnelles aux 
produits de ces poids par les longueurs des droites correspondantes, 
ces forces se font equilibre. (Extension du theoreme de Leibnitz^ 
La re'ciproque est vraie. 

VI. La somme des carres des distances ntutuelles des centres de 
gravite de m poids egaux est egale a m fois la somme des carres de 
leurs distances au centre de gravite du systeme. — Application au 
cas de trois poids egaux (triangle), et de quatre poids egaux (pyra- 
mide triangulaire). 

VII. Tracer dans Tinterieur d'an triangle deux droites telles, 
que chacune passe par les centres de gravite des deux segments du 
triangle deternaines par Tautre. — Combien existe-t-il de couples 
de droites jouissant de cette proprie'te ? 

Vni. Deux poids P et Q sont suspendus \x deux cordons qui, 
apres avoir passe sur deux poulies de renvoi A, B, se terminent a 
un noeud C oii est suspendu un troisieme poids R. Le plan ABC 
est vertical. — On demande quelle position il faut donner au 
point G, ^ans ce plan, pour que les trois poids se fassent equilibre 
(on neglige les poids des cordons). 

IX. Une tige homogene, dont la longueur est de 26 centimetres, 
porte a Tune de ses extremites un anneau elliptique, creux, ho- 
mogene, d'une epaisseur tres-petite, dont le grand axe est dirige 
suivant le prolongement de la tige. La longueur du grand axe est 
de 10 centimetres, celle du petit axe de 6 centimetres, et le rapport 
du poids de la tige a celui de Tanneau est egal a 5. Enfin un jetit 
corps spheriqiie, dont le poids est le tiers de la somme des deux 
prece'dents, parcourt tout le circuit de I'anneau elliptique. — On 
demande le lieu decrit par le centre de gravite du systeme pendant 
le mouvement de la petite sphere. 
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Programme. — Composition d*un systeme quelconque de forces appliqiiees a 
un corps solide. — Leur reduction a deux forces, dont Tune est appliquee 
a un point pris k volonte. — Condition generale de I'equilibre. 

66. Composition d'un nombre quelconque de forces 
appliquees h un corps solide. — Leur reduction a deux, 
— Soient P, P', P'', . . . des forces en nombre quelconque, 
appliquees a des points materiels /w, m', m"^. . . (fig, 47), 

Fig. 47. 




qui forment un systeme de figure invariable. Je prends ar- 
bitrairement trois points A, B, C dans le corps (ou aii de- 
hors, pourvu qu'ils soient invariablement lies an corps), et 
je dis d'abord que toutes les forces sont reductibles a trois,. 
appliquees a ces trois points. 

En effet, la force P est decomposable, par la regie du pa- 
rallelepipide, en trois autres dirigees suivant mA, /wB, 
mC, et qu'on pent regarder comme appliquees aux points 
A, B, C. Cette decomposition etant rep^tee pour toutes les 
autres forces du systeme, on aura trois groupes de forces 
appliquees aux points A, B, C 5 et ces groupes se compose- 
ront chacun en une force unique. 

Le systeme primitif sera done remplace par trois forces 

6. 



•• 
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Q, R, S appliquees aux trois points A, 6, C (fig- 4^)- 
Maintenant, soit AD rintersection des deux plans ABR, 
ACS (si ces plans se confondent, AD sera une droite quel— 
conque tracee par le point A dans le plan commun) \ pre- 




nons a volont^ un point D sur cette droite, que nous suppo- 
serons invariablement lie au syst^me. 

. DecomposoQS la force R en deux autres, dirig^es suivant 
BD, BE, dont les points d'application peuvent 6tre trans- 
portes respect! vement en D et A, et la force S en deux au- 
tres dirigees suivant CD, CF, dont les points d'application 
sont egalement transportables en D et A. 

Le point A est actuellement soUicite par trois forces, 
savoir : la force Q et les deux composantes de R et de S ^ 
et ces trois forces peuvent se r^duire a une seule U. Le 
point D est sollicite par deux forces qui se composent aussi 
en une seule V. 

Le syst^me est done finalement remplac^ par les deux 
forces U et V, dont I'une passe par le point A pris arbitrai- 
rement, ce qu'il fallait demontrer. 

Ainsi, tout systeme de forces appliquees a un corps so- 
tide est reductible h deux, dont Vune passe par un point 
pris h volonte, — Ce point pent ^tre situ^ soit dans le corps, 
soit au dehors, pourvu qu'on le suppose invariablement li^ 
au corps. 

67. De Vindeterndnation quepresente cette reduction, 
— D y a, dans cette reduction a deux forces, une ind^ter- 
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mination necessaire qu'il faut bien remarquer. Le syst^me 
des deux forces U, V peut 6tre remplace par une infinite de 
sjstemes equivalents, sans m^mc deplaccr le point A. En 
effet, si Ton se reporte a la demonstration precedente, on 
voit d'abord qu'en transportant le point D le long de AD 
on fera varier les composantes qui sont appliquees en A et 
en D; et par suite les forces finales U et V cliangeront de 
grandeur et de direction. D'ailleurs, sans remonter a la 
demonstration, on n'a qu'a prendre, sur la direction de la 
force V, un point I a volonte [fig* 49)? joindre AI et de- 
composer la force V en deux autres, Tune X arbitraire. 

Fig. 49- 




diHgee suivant lA, Tautre V, comprise dans le plan AIV et 
qui s'obtiendra par la regie du parallelogramme des forces. 
Maintenant la composante X et la force U, appliquees en 
A, se composeront en une seule Ui; et le systeme (U, V) 
sera remplace par (Ui, Vj), sans que le corps ait cesse d'etre 
solUcite de la m^me maniere. 

68. Reduction du systeme a une force et a un couple^. 
— Le systeme (U, V) peut encore ^tre remplace par une 
force et un couple. C'est a ce dernier resullat que Poinsot 
par V lent directement dans ses Elements de Statique. 

En effet, si Ton applique au point A {fig- So) deux 
forces contraires V, V, egales et paralleles a V, ce qui ne 
change rien a Tetat du systeme, on peut composer les deux 
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forces U el Y" en une seule Z, et les deux autres forineut un 
couple (V,V'). 

Fig. 5o. 




Ce qu'il y a de remarquable ici, c'est que cette force Z 
est invariable de grandeur et de direction, quelle que soil 
la position du point A, En effel, la projection de cette force 
sur un axe quelconque est independante de la position de 
ce point, puisqu'elle est egale (27) a la somme des projec- 
tions des composantes U et V sur le meme axe, laquelle est 
elle-meme egale a la somme des projections des trois forces 
Q, R, S (fig* 48), et par suite a la somme des projections 
des forces proposees P, P', P", . . . . U suit de la que, si par 
le point A on imagine trois axes rectangulaires, on aura la 
projection de la force Z sur chaque axe en faisant la somme 
des projections des forces proposees sur le meme axe. Or 
une force est determinee de grandeur et de direction dans 
Tespace quand on connait ses projections sur trois axes 
rectangulaires, puisqu'elle n*est autre que la diagonale du 
piarallelepipede qy.i a ces projection^ pour c6tes. Done, quel 
que soit le point A, on trouvera la m^me force Z. De plus, 
on voit que cette force coincidera toujours, en grandeur et 
en direction, avec la resultante qu'on bbtiendrait si Ton 
Iransportait parallelement a elles-memes toutes les forces 
P, P', P'', . . . au point A, et qu'on les y composat en une 
seule. 

69, Condition pour que toutes les forces aient une re- 
sultante unique, — S'il arrive que les deux forces U et V 
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soient situees dans un m^me plan, et qu'dles n'y forment 
pas un couple, on pourra les composer en une seule ; et, 
dans ce cas, toutes les forces P, P', P'', . . . auront une re- 
sultante unique. 

Mais quand les forces U et V ne seront pas situees dans 
un m^me plan, je dis qu'elles ne pourrouit avoir une resul- 
tante unique. En effet, j'admets pour un instant que cette 
resultaute existe, et j^applique au systeme une force F egale 
et contraire {fig* 5i). U y aura equilibre entre les trois 
forces U, V, F. On ne troublera pas cet equilibre en fi^ant 

Fig. 5i. 




a volonte un point C sur la direction de U et un point B 
sur la direction de F. Mais, par la, on detruit TefFet de ces 
deux forces, et il ne reste.que la force V, dont Teffet ne sau- 
rait fetre nul qu autant qu'elle rencontre V axe fixe BC (*). 
Soit I ce point de rencontre. En fixant a volonte un autre 
point D sur la direction de la force U, on verrait de m^me 
que la force V doit rencontrer le nouvel axe BD en un 
point K. Cetrte force, ayant ainsi deux points dans le plan 
BCD, serait tout entiere dans ce plan, lequel contient deja 
evidemment la force U. Mais cette conclusion est en con- 
tradiction avec rhypothese que les forces U et V ne sont pas 
dans le m6me plan. Done il est impossible qu'il existe une 
resultante unique. 



(*) Nous reviendrons sup ce point, que Ton peut admettre ici corame 
evident, quand nous traiterons de I'equilibre d'un corps qui a la liberie de 
tourner autour d'un axe fixe ( 99 ). 
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Ce raisonnement prouve en m6me temps que trois forces 
appliquees h un corps solide nepeuuent se faire equilibre 
si elles Tie sont pas situees dans un meme plan. 

En resume, pour quun sjsteme de forces appliquees a 
un corps solide ait une resultante unique, ilfaut et ilsuffit 
que, si Von reduit toiites ces forces a deux, ces dernieres 
soient situees- dans un meme plan, et qu' elles ny forment 
pas un couple. 

70. Condition generals de I' equilibre d' un corps solide 
libre. -^ Toutes les forces du systeme etant reduites a deux 
U, V, il faut et il suffit pour Tequilibre que ces deux forces 
soient egales et directement opposees. Cette condition est 
^videmment suflSsante. De plus, elfe est necessaire ; car si 
Ton fixe un point quelconque surla direction de la force U, 
I'effet de cette force est detruit, et, pour que I'eflTet de la 
force V soit egalement nul, il faut qu ©He passe aussi par le 
point fixe. Mais ce point est pris a volonte sur la force U. 
pone les directions des deux forces se confondent. De plus, 
elles sont necessairement egales et contraires, sans quoi 
elles auraient une resultante egale a leur somme algebrique 
et agissant dans le sens de la plus grande. 

71. Developpement de cette condition genercde, — La condition 
genei'ale d'equilibre que nous veuons d'etablir s'exprime, comme 
on ya le voir, par six equations : 

I** Les deux forces U et V devant 6tre egales et contraires, si 
on les decompose chacune en trois autres, parallelement k trqis 
axes O^, Ojr, 0«, non compris dans un mome plan, on devra 
trouver, suivant chaque axe, deux composantes egales et de sens 
contraires. La somme algebrique de ces composantes sera done 
nulle. Or cette somme est egale (68) a la somme des composantes 
de toutes les forces proposees suivant le m^me axe. Done, si Ton 
designe par X, Y, Z les trois composantes de la force P, lesquelles 
sont positives ou negatives, ainsi qu'on I'a explique (26), et par 

^X, ^Y, ^Z des sommes de termes semblables etendues i 
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toutes . les forces du syst^me, on aura ces trois premieres equa- 
tions : 



(I) 



2x=o. 2t=o, 2^=*'' 



qui s'enoncent ainsi : La somme des forces decomposies suivant 
trois axes quelconques, non situes dans un meme plan^ est egale 
a zero pourchacun de ces ojces, 

Ces conditions sont necessaires, mais non suffisantes, pour assu- 
rer Pequilibre du corps. En effet, ce qu'elles expriment, c'est que 
les deux forces U et V peuvent etre representees par les diagonales 
de deux parallelepipedes dont les aretes sont respectivement egales 
suivant chaque axe et dirigees en sens contraires; en d'autres 
termes, que ces forces sont, dans I'espace, ^ales, paralleles et de 
sens contraire. Mais rien n'assure encore qu'elles soient directement 
opposees : elles peuvent former un couple, sans que les equations (1) 
cessent d'exister. 

II y a done de nouvelles equations a etablir. Mais quelques ex- 
plications preliminaires sont necessaires. 

2® On appelle moment d'une force par rapport a un axe le pro- 

' duit de la projection de la force sur un plan perpendiculaire k I'axe, 

multipliee par la plus courte distance de la force k Taxe. Ainsi, 

sapposons que par un point A, pris k volonte sur la direction de 

la force P, on m^ne un plan AOM [fig. 5i ) perpendiculaire a 

Fig. 52. 




Faxe Ox, et qu'on decompose la force en deux, Tune parall^le a 
cet axe, I'autre Q situee dans le plan AOM : cette derniere sera 
egale k la projection de la force P sur ce plan, et si du point ou 
I'axe le rencontre on abaisse 01 perpendiculaire sur AQ, 01 sera 
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(en grandeur) la plus courte distance de la force P k Taxe; solt q 
cette distance. Le produit Q^jr est ce qu'on appelle le moment de 
la force P par rapport k Taxe Ox. 

Remarquons que ce moment ne pent ^tre nul qu'autant que Ton 
a Q = o, ou <7 = o. Si Q = o, la force P est parallele k Taxe ; et 
siq = o, la force P va rencontrer Taxe. Dans les deux cas, la 
force P est dans un m^me plan avec I'axey condition necessaire et 
suffisante pour que son moment par rapport k I'axe soit nul. 

Cela pose, le theor^me de Varignon s'etend immediatement a 
cette nouvelle espece de moments. Soient P, P' deux forces appli- 
quees au point A [fi^* 53), et representees en grandeur et en di- 

Fig; 53. 




rection par AB, AC ; R leur resultante representee par la diagonale 
AD du parallelogramme ABCD; 0.r Taxe par rapport auquel on 
doit prendre les moments; MN un plan perpendiculaire, qui coupe 
cet axe au point O. Le parallelogramme ABCD se projettera sur ce 
plan suivant un parallelogramme ahcd.^ et par consequent la pro- 
jection ad de la resultante R sera la resultante des projections ab^ 
ac des composantes P, P'. Le the'oreme des moments, par rapport 
au point O, aura lieu (19)pour ces projections. Or ces moments 
ne sont autres que les moments des forces P, P', R par rapport a 
I 'axe. Done, lorsque deux forces sont appliquees a un meme point, 
le moment de leur resultante par rapport a un axe est egal a la 
somme des moments des composantes. On passe ensuite sans diffi- 
culte a un nombre quelconque de forces appliquees k un m^me 
point et dirigees comme on voudra dans I'espace. II suffit de les 
composer deux k deux. 

Ainsi, le moment de la resultante d*un systemc quelconque de 
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forces concouranteSy par rapport a un axCy est egal a la somme 
des moments des composantes, II est bien entendu qu'il s'agit ici 
d'line somme algebrique, ainsi qu'on I'a expliqu^ (2^) • ^^ ^^^* 
ginera un observateur le long de Taxe 0.«, les pieds en O ; et selon 
que la projection d*une force P sur le plan MN tendra a faire 
toumer son bras de levier 01 (^g» St) de gauche k droite ou de 
droite a gauche pour cet observateur, on affectera son moment du 
signe -+- ou du signe — . 

Maintenant, si Ton revient aux deux forces U et V auxqueiles 
se reduit tout systdme de forces appliquees k un corps solide, on 
va voir que la somme des moments de ces deux forces par rapport 
a un a^e quelconque est egale a la somme des moments de toutes 
les forces primitives par rapport au mSme axe. 

£n effet, la somme des moments des forces P, P\ F',... 
[fig, 4? ) ^st d'abord egale, d'apres ce qui vient d'etre demontre, k 
la somme des moments des ttois groupes de forces appliquees en 
A, By C ; celle-ci, pour la m^me raison, est egale a la somme des 
moments des trois forces Q, R, S [fig* 48) ; et cette derni^re est 
egale a la somme des moments des forces finales U et V. 

Cela pose, pla9ons [fig^ 54) sur la direction de la force U Tori- 




gine O des trois axes 0.r, 0/, Oz. Les moments de cette force 
par rapport a chaque axe seront evidemtoent nuls. Mais, puisque 
la force V dpit se confondre en direction avec la force U, les mo- 
ments de V seront egalement nuls. 

Done aussi, la somme des moments de toutes les forces du sjrs- 
teme sera nuLle par rapport a chacun des trois axes. L'origine O 
des axes pent d'ailleurs ^tre consideree comme un point pris a vo- 



92 l^Ll^BNTS DE Ml^CAlTIQUE. 

lont^, d'apres ce qu'on a vu (66) sur.lar reduction detoutes les 
forces du syst^me k deux U et V. Soient M«f M;., M» les monients 
d'une force quelconque P ; on aura les trois equations 

(2) 21M.= 0, ^^y=0, 2^' = ^- 

Associees aux equations (i), elies completent le developpement de 
la condition generale d'equilibre. 

II reste a prouver que ces six equations sont suffisantes. Or il 
r^sulte, comme on I'a deja vu, des equations (i), que les deux 
forces U et V, auxquelles le systeme primitif est reductible, sent 
egales, paralleles et de sens contraire, II resulte maintenant des 
equations (2) que ces mdmes forces sont directement opposees; car 
elles expriment que la somme des moments des forces U et V par 
rapport k chacun des axes est nulle ; et, en prenant pour origiiiLe 
un point O de U, cela revient a dire que les moments de V sont 
nuls. Done V est dans un meme plan avec chacun des trois axes 
qui se croisent au point O, et, par consequent, passe par ce point. 
En definitive, les forces U et V sont egales et directement oppo- 
sees. c. Q. F. D. 

Done les six equations (i) et (2) sont necessaires et suffisantes. 

Concluons que pour I'equilibre d'un systeme de forces dirigees 
d'une maniere quelconque dans Vespace, et appliquees a un corps 
solide libre, ilfaut et il suffit: 

1° Que la somme des forces decomposees suivant trois axe^ 
non situes dans un meme plan soit egale k zero pour chacun de 
ces axes ; 

2® Que la somme des moments des forces par rapport k chacun 
de ces axes soit egale k zero. 

Remarque. — Du moment qu'on aura constate que ces six con- 
ditions sont remplies pour un certain systeme d'axes connus, il y 
aura equilibre ; et par suite on reconnait, si Ton ne le savait d^ji, 
que leat niemes conditions auront lieu pour tout autre systeme 
d'axes. 

72. Application des six equations d* equilibre a quelques cos 
particuliers, — Les six equations precedentes comprennent evi- 
demment celles que nous avions deja trouvees (28), pour le cas 
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ou toutes les. forces concoiirent en un meme point. £n effet, si 
Ton prend ce point pour origine des axes, les Equations des mo- 
ments disparaissent d^elles-memes, et il ne reste que les trois pre- 
mieres. 

Nous nous bomerons a indiquer deux autres cas importants : 
celui d&& forces paralleles et celui des forces situies dans un meme 
plan. 

Forces paralleles, — Pour montrer comment les six equations 
de Tequilibre se reduisent et se simplifient, dans le cas des forces 
parallMes, on prendra Tun des axes, Oz, parallele k la direction 
des forces, et les deiix autres axes perpendiculaires k Oz^ mais 
faisant entre eux un angle quelconque. On verra alors que les 
equations necessaires et suffisantes pour Tequilibre se reduisent k 
t<X)is, savoir : 

La somme (algebrique) des forces doit Stre nulle. 

La somme de leurs moments par rapport a deux plans qui se 
eoupent suivant une ligne parallele aux forces doit Stre nulle pour 
ckacun de ces plans. 

Forces situees dans un mSme plan, — On prendra ce plan pour 
celui des deux axes Oa:, Oy^ et Ton dirigera le troisieme axe per- 
pendiculairement k ce plan. Les six equations generales se redui- 
ront encore a trois, savoir : 

La somme des forces decomposees suivant deux axes qui se 
coupent, et qui sont traces a volontS dans le plan, doit etre nulle 
pour ckacun de ces axes. 

La somme des moments des forces par rapport h un point quel- 
conque du plan doit ^tre nulle. 

EXERaCES. 

TuioRiMEs. — I. si, aux milieux des c6tes d'un polygone plan 
quelconque, on applique, dans le plan de ce polygone, des forces 
proportionnelles aux longueurs de ces c6tes, perpendiculaires k 
leurs directions, et dirigees toutes du dedans au dehors, 5)u toutes 
du dehors au dedans, ces forces se feront ^quilibre. 

n. Ce theor^me a son analogue dans les figures k trois dimen- 
sions : si, aux centres de gravite des aires des faces d'un polyedre 
quelconque, on applique des forces proportipnnelles a ces aires, 
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perpendicttkires a leur$ plans, et agissant toutes du dedans an 
dehors ou du dehors au dedans, ces forces se feront ecpiilibre. 

in. Un sjst^me de forces appliquees a un corps solide, et diri- 
gees comme on voudra dans Tespace, est reductible d'une infinite 
de mani^res k deux forces non situees dans un m^me plan et faisant 
entre elles un angle donne. 

IV. Si Ton reduit toutes les forces appliquees a un corps solide 
k una force unique qui passe par un point donne et a un couple, 
t>n pent toujours choisir ce point de maniere que la force soit per- 
pendiculaire au plan du couple ; et ce couple est tel, que le produit 
de Tune des forces egales qui le composent par la distance qui 
les separe (autrement dit, le moment du couple) est minimum. 

(M. POINSOT.) 

V. La pyramide triangulaire, qui a pour sommets les extremites 
des lignes qui representent en grandeur et en direction les deux 
forces U et V auxquelles pent se reduire tout systeme de forces, 
a un volume constant, quel que soit le point A choisi pour centre 
de reduction. (M. Chasles.) 
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NEUVIME ET DIXlfiME LECON. 

pROGRAMMB. — Lovier. — Condition generHle d'equilibre du levier. — 
Relation entre la* puissance et la resistance. — Des balances. — 
Balance ordinaire; balance romaine; bascule du commerce. 

73. Notions sur les machines a I'etat de repos ou rf'e- 
quilibre, — Les machiiies sont des instruments au moyen 
desquels on pout faire equiHbre a des resistances donnees, 
a I'aide de forces ou puissances qui ne sont ni egales ni 
directement opposees a ces resistances. A cet effet, les corps 
dont les machines se composent ne sont pas libres, mais 
genes dans leurs moui^ements par des obstacles fixes. 

Une machine est dite simple quand elle est formee d'un 
seul corps solide \ et, selon que Tobstacle destine a g^ner son 
mouvement est 

. un point Jice, \ I levier, 

ou un axe fixe y \ elle prend le nom de J tour ou treuil, 
ou un plan fixe, j ' plan incline. 

Nous ne nous occuperons que de ces trois machines sim- 
ples, et de celles qui en derivent immediatement, telles que 
les balances et les poulies. 

Une machine composee est un assemblage de machines 
simples, reagissant les unes sur les autres. 

74. Du levfier. — Le kvier, dans son acception la plus 
generale, est un corps solide, de figure quelconque, mo- 
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bile en tous sens autour d'un point fixe. Mais le plus sou- 
vent on lui donne la forme d'une barre AOB, droite ou 
courbe (fig^ 55 et 56), qui n§ se meut que dans un plan, 



Fig. 55. 




Fig, 56. 




autour d'un de ses points qu'on nonune point d'appui. 
Cette denomination provient de ce que la barre ne fait que 
s'appujer en ce point contre Tar^te d'un support inebran- 
Idble. Ou bien encore| la barre AOB est traversee en O 
{fig- 57) par un essieu fixe, de forme cylindrique^ et, si 
Ton eoncoit une section faite par un plan perpendiculaire 
a Taxe de Tessieu, tous les points de la barre compris dans 
cette section sont dans le meme cas que s'ils tournaient 
autour d'un point fixe, centre du cercle suivant lequel Fes- 
sieu est coupe par le plan. 

Fig. 57. 




Ordinairement, il n'y a que deux forces directement 
appliquees au levier : Tune P, force motrice dont on dis- 
pose, qu'on nomme la puissance; I'autre Q, resistance 
opposee par le corps que Ton veut deplacer, A ces deux 
forces il faut joindre le poids de la barre, a moins que, 
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dans la position d'^quilibre, la verticale abaissde de son 
centre de gravite ne passe par ie point 4'appui, auquel cas 
le poids de la barre est evidedfcnent detruit par la resistance 
dece point. 

75. Condition generate d'equilibm, — Quelle que soit 
% la forme du levier, quel que soit le nombre des forces appli- 
qu^es a cettn machine, la condition d'equilibre pent s'ex- 
primer de la m^me mani^re : Iljaut et il suffit que toutes 
les forces aient une resultante unique qui passe par le 
point d'eifiphi. 

En effet, considerons un levier en equilibre sous Taction 
d'un nombre quelconque de forces. On sait qu'elles sont 
toutes reductibles a deux, U, V, dont Tune U passe par 
un point pris a volonte. Ghoisissons le point fixe O : la 
force U sera detruite par la resistance de ce point, et, pour 
I'equilibre, il sera necessaire et suffisant que Tautre V 
^ passe aussi par ce point. Done les forces U et V peuvent 
; se composer en une seule qui passe par le point O, et cette 
resultante n'est autre que celle de toutes les forces pri- 
mitives. 

Autre demonstration, — On pent recourir a une autre 
forme de raisonnement, qui est frequemment employee en 
Mecanique. 

Dans Tetat d^equilibre du levier, le point fixe O oppose 
aux forces qui sont en jeu une resistance de direction con- 
traire au mouvement que ce point prendrait s'il cessait 
tout a coup d*etre fixe. Designons cette force par R, et 
concevons qu*on F applique au point O du levier 5 elle 
remplacera la fixite de ce point, et des lors on pourra 
traiter le levier comme un corps libre, en equilibre sous 
Taction des forces primitives et de la force R. Cette derniere 
sera done (7) egale et opposee a la resultante de toutes les 
.autres. Done celles-ci ont une resultante qui passe par le 
point fixe. c. q. f. d. 

7 
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Quand le levier ne fait que poser contre Tappai fixe, 
sur lequel il a \di' liberie de glisser, la condition generale 
d'equilibre ne suffit plus : M faut j ajouter une condition 
particuliere que nous etablirons plus loin, a propos du plan 
incline (H7). 

76. Cos oil le levier nest sollicite i/ue par deux forces,, 
une puissance et une resistance. — Soient ^ la puissance 
appliquee an point A {fig, 58) et Q la resistance appliquee 

Fig. 58. 




au point B. Faisons abstraction du poids de la barre. Pour 
que les deux forces P, Q aient une resultante passant par 
le point d*appui, il faut d'abord qu'elles soient dans un 
m^me plan avec ce point (69). En second lieu, les moments 
des deux forces par rapport a ce point devront 6tre egaux 
et de signes contraires (20). Soient Oa, OJ les perpendicu- 
laires abaissees du point O sur les directions des forces : en 
n'ayant egardqu'aux v^lleurs absoluesdes moments, on aura 

P Ob 
'PX0a=:Qx06 ou K = — ^ 

Q Oa 

c'est-a-dire que les deux forces doivent etre reciproque- 
ment proportionnelles a leurs distances au point d'appui. 
En- resume, quand le levier n'est sollicite que par deux 
forces, une puissance et une resistance, il faut et il suffit 
pour r^qullibre : 

1^ Que la puissance 6t la resistance soient dans iun 
m^me plan avec le point d*appui; 
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a^ Qu*elles soient reciproquement proportionneUes a 
leurs distances a ce pointy 

3*^ Que lies tendent hftdre toumer en sens contraires. 

Remarque. — II resulte de la que Ton peut, sans troubler 
1 equilibre du levier, changer a volonte la grandeur «t la 
position de la puissance, pourvu que son moment par rap- 
port au point d'appui nc change pas. 

77. Cliarge du point d'appui. — La charge ou pression 
que supporte le point fixe est evidemment la resultante de 
toutes les forfes qui sont appliquees au levier^^ resultante 
^gale a celle qu'on obtiendrait gxl transportani toutes les 
forces parallelement a elles-m&mes au point O. 

Dan8 le cas de deux forces P, Q, on aura 

R— ^P' 4- Q' 4- 2PQcos(P, Qj. 

78 . Leviers de differ ents genres, — Si les deux forces sont 
paralleies et de m^me sens (fig- Sp), Tangle (P, Q) = o 
et Ton a R = P -h Q. Le point d'appui est alors situ€ entre 

Tig. 59. 




la puissance et la resistance, etla charge qu'il eprouve est 
a son maximum. Le levier est dit du premier genre, C'est 
le cas de la balance ordinaire, dela pince a talon des car- 
riers, etc. Si de plus le levier est une barre droite, les per- 
pendiculaires Oa, O J sont proportionneUes aux segments 
OA, OB que Ton nommje ordinairement les bras de levier; 
et Ton pent dire que, dans Tetat d'equilibre du levier droit, 
la puissance et la resistance sont en raison inverse de leurs 
bras de levier. Une tres-faible puissance pourra done tenir 
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en equilibre une grande resistance, pourvn qu'elle agisse a 
rextremite d*un bras de levier assez long. 

Si les forces sont paralleles et de sens contraires, Tangle 
(P, Q) = i8o degres et Ton a R = db (P — Q). Le point 
d'appui laisse alors les/deux forces d'un m^me cot^ [fiS' ^^ 



Fig. 60. 
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et 61) \ la eharge est a son minimum. Si c*est la resistance Q 
qui est la plus voisine du point d'appui, on a le levier du 
'second genre, ou la puissance a toujours de Vauantage, 
en ce sens qu'elle est inferieure a la resistance. Tel est le 
eas de la brouette. Si, au contraire, c'est la puissance P 
qui est plus rapprocbee du point d'appui, on a le levier du 
troisiente genre, ou la puissance a toujours du desamn- 
tage. Mais ceci ne veut pas dire que ce genre de levier soil 
sans utilite. La pedale du remouleur en offre un exemple. 
On le retrouve encore associe au levier du premier genre, 
dans la bascule du commerce, qui sera decrite plus loin. 

79. Cas general. — Les conditions d'equillbre du levier sollicite 
par des forces quelconques s'expriment par les trois equations des 
moments du n° 71. En effet, toutes les forces etant supposees re- 
duites k deux, U et V, dont Tune U passe par le point d'appui, !« 
moments de U par rapport k chacun des trois axes qui ont ce point 
pour origine sont nuls d'eux-memes ; et pour I'equilibre 11 faut et 
il sufSt (75) que les moments de V soient egalement nuls, puisque 
alors la force V passera necessiiirement aussi par ce point. Done la 
somme des moments des forces U et V doit etre nulle par rapport 
a chaque axe. Mais cette somme est la m^me que la somme des 
moments des forces primitives qui sollicitent le levier. Done on a 
les trois equations 
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M. 



o, 



2My=o, ^M, = o, 






DEUXIEME PAHTIE. MACHINES SIMPLES. lOI 

Ainsi Ton voit que rintroduction d*un point fixe dans un sys> 
teme libra reduit de six. k trois les equations necessaires et suffi- 
santes pour i*equilibre. 

80. Cos oil les forces qui sollicitent le levier sont toutes 
situees dans un m^me plan, — Quandle levier est sollicite 
par des forces en nombre quelconquc, situees dans un m^ine 
plan, il faut d'abord, pour qu'il puisse y avoir equilibre, 
que ce plan renferme le point d'appui \ de plus, il faut que 
le moment de la resultante par rapport a ce point soit nul . 
Cette condition s'exprime par une seule equation que fournit 
letheoreme des moments (39). Soient P Tune (Jhelconque 
des forces, p la distance du point d'appui a cette force ^ on 
aura pour equation d'equilibre 



2^^ 



=z O 



(la caracteristique ^l designant une somme algebrique de 

produits). 

Ce cas se presente sou vent dans la pratique. Ainsi sup- 
posons qu*on veuille soulever le corps pesant de laijig. 55, 
en exer9ant un effort vertical a Textremite A de la barre 
AOB, et qu'on ait egard au poids de celle-ci. Soient 
AB = 2 metres, OB = o",i. SL la barre est homog^ne et 
d*egale epaisseur, son centre de gravite sera au milieu de 
sa longueur : nous supposerons son poids de lo kilo- 
grammes et le poids du bloc a soulever de 5oo kilogrammes. 
L'effort P a exercer pour produire Tequilibre sera foumi 
par Tequation 

PX Ij9 -1- lO X 0,9 rrrSoO X O, I , 

d'ou 

P rrr 21^^,579 (par cxces). 

Ainsi, par Tintermediaire de ce levier, il suffira que Fou- 
vrier exerce un effort de 21*5,579 pour faire equilibre a un 
poids de 5 00 kilogrammes. 



81 . Des balances, — Shlktnce ordinaire. — Les balances 
sont des instruments fondes sur le principe du levier et 
destines a peser les corps, c'est-a-dire a determiner le rap- 
port de leur poids au gramme. 

La balance ordinaire est decrite, dans les cours de Phy- 
sique, avec tous les details que son mecanisme comporte. 
EUe se compose essentiellement d'un levier du premier 
genre, dit/Ieau^ en fer ou enlaiton, aux extremites duqael 
sont suspendus deux plateaux destines a recevoir. Tun le 
corps a peser, T autre les multiples ou sous-multiples du 
gramme qj^i mesurent son poids {fig* 62). Ce (leauest lea- 
Fig. 6a. 
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, verse en son milieu et perpendiculairement a sa longueur 
par un prisme d'acier trempd, dit coiUeau, qui fait saillie 
de part et d' autre, et repose par son arete inferieure sur 
deux petits plans d' agate ou d'acier encbasses de niveau, 
Tun en avant, Tautre en arriere du fleau, dans la partie su- 
perieure de la colonne qui supporte Tappareil. Cette ar^te 
vive fait ainsi fonction d'axe fixe, autour duquel le fleau 
pent librement osciller. Deux autres couteaux, adaptes aux 
extreioiit^s du fleau, recoivent, sur I'eurs aretes vives tour- 
nees verslebaut, les crochets auxquels sont fixees featiges 
ou chaines de suspension des plateaux. 
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11 importe, comme on le yerra ci-apres, que la droite 
qui joint les points de suspension des plateaut (c'est-a-dire 
les deux points oii les crochets s'appuient surles couteaux) 
aille rencontrer Taxe de rotation du fleau. Nous admet- 
trons que cette condition soit remplie. Des lors le fleau 
pourra 6tre reduit a une droite ideale AOB {Jig* 63), aux 
extremites de laquelle seront appliquees deux forces verti- 
cales, ^ales aux poids des plateaux el de leurs charges et 
dont' le milieu O sera considere comme* le point d'appui. 
Seulement il faudra tenir compte du poids du fleau appli* 
que a son centre de gravile. 

Une bonne balance doit rennir deux qualites : la justesse 
et la sensibilite, 

82, JustiBSse, — Pour qu'une balance soit juste, il faut 
que deux poids egaux s-y^ fassent ^quilibre dans la position 
horizontale du fleau, quelle que soit leur valeur com* 
mune^ autrement la balance ne saurait donner en une 
seule pesee le poids exact d*un corps. D^veloppons cette 
condition. 

Soient /^ V les longueurs des bras AO, OB (fig* 63), 
que nous ne supposons pas egaux a priori; P la valeur 

Fig. 63. 
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commune des poids de chacun des plateaux charges, poids 
qu'on peut regarder comme directement appliques aux 
points de suspension A et B5 tj le poids du fleau et d la 
distance de son centre de gravite a la verticale du point 
d*appui O. Le theoreme des moments donne T^quation 

d'equilibre 

P(/. -•/>') rtw^—o; 
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et comme elle doit 6tre verifiee, quel que soit P, il en resulte 

/ = /' €t dzriO, 

Ainsi la justesse (i*une balance exige : 
i^ Que les deux bras dujieau soient egaux; 
a° Que la verticale de son centre de gravite passe par 
le point d'appui, 

83. Position du centre de grai^ite par rapport au point 
d'appui, — Le cQiitre de gravite du fleau peut-il occuper 
telle position qu'on voudra sur la verticale du point O? 
Pour repondre a cette question, remarquons que, si le (leau 
d*une balance en equilibre vient a 6tre derange, par une 
cause quel con que, de la position horizon tale, il est neces- 
saire qu*il tende a y revenir par une suite d'oscillations. 
En d'autres termes, Tequilibre doit etre stable; autrement 
r instrument ne pourrait rendre aucun service. II faut aussi 
que, dans le cas ou les deux poids places dans les plateaux 
ne sont pas egaux, Tinegalite s 'accuse par une nojivelle 
position d'equilibre stable, inclinee a I'horizon. 

Or il est aise de voir que cela ne peut avoir lieu qu'au- 
tant que le centre de gravite du fleau est situe au-dessous 
du point d'appui. 

En effet, considerons d'abord le cas de deux poids egaux P 
places dans les plateaux. Si Ton imprime au fleau un petit 
mouvement qui le place dans la position inclinee A'B' 

Fig. 64. 



B 



B' 



pv 



I 



■^ 



o 



f 



rr 



'^ 



/i 



p 



[Jig' 64)5 il 6st clair que la resultante des deux forces P, 
egales et paralleles, appliquees aux points A' et B', ne ces- 



DEUXIEME PA|TIE« — MACHINES SIMPLES. Io5 

sera pas de passer au point milieu O, et par consequent 
sera toujours detruite par la fixite de ce point. Mais le 
centre de gravite G, que nous supposons au-dessous de O, 
aura passe en G', du c6te de la verticale oppose au bras 
de levier qui plonge au-dessous de F horizon. Le poids or du 
fleau, applique a ce point, tendra done a le faire tourner 
dans un sens contraire au mouvemenl imprim^, c'est-a- 
dire a le ramener vers la position horizontale. Le (lean at- 
teindra cette position avec une yitessetacquise en vertu de 
laquelle il la depassera*, mais en inline temps le poids tr, 
passant de la gauche a la droite de la verticale OG, tendra de 
nouveau a ramener le fl^au a Thorizontale. II en resultera 
une serie d'oscillations que le frottement et la resistance 
de Fair finiront par rendre insensibles. L'equilibre sera 
done stable. 

Supposons maintenant que le poids applique en A 
soit P H- p, tandis que le poids applique en B reste egal 
a P {Jig -,65). Sous rinfluence de Texc^s p^ le bras OA va 

Fig. 65. 
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s'abaisser, et je dis que le fleau tendra vers une position 
d equilibre stable, telle que A'B'. En effet, a mesure que Tin- 
cliuaison du (lean augmente, le moment du poids PtiP'Oa)^ 
^a continuellement en diminuant jusqu'a zero, tandis que 
celui du poids u, (tj.O^), va continuellement en croissant 
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a partir de zero. II y a done un cer^in angle f , et un seul, 
poor leqael ces moments deviennent egaux . D'ailleurs les 
deux poids egaux P n'intervicnnent en rien dans I'^quation 
d'cquilibre, puisque leur resultante passe toujours au point 
d'appui. Ainsi I'equation necessaire et sulfisanto pour i'e- 
qnillbre sera 

et cet ^quilibre serOaStable, puisque \& fleau, s'il atteint et 
depasse cette position, y sera evidemment ramen^ par Tac- 
tion preponderante du poids tr, 

Mais il en serait tout autrement si 1e centre de gravit^ du 
fl^u etait situe aa-dessus du point d'appni, comme dans 
la fig. 66. L'horizontale AB serait alors une position d'eqiu- 
libre instablci pour peu qu'on derangeat le levier AB de 

FiG^ 66. * 
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cette position, iXferait la bascule sans pouvoir se rclever, 
puisque le poids cr, appliqn^ en G, G', passerait du c6t^ 
meme de la verticale ou se trouve deja le bras OA' incline 
an-dessous de I'horizon, et par consequent concourrait a 
accroitre cette inclinaison. La position horizontale AB serait 
mgme impossible a maintenir physiqucment. Une telle ba- 
lance serait dileyb/fc. On ne peut non plus supposer que le 
centre de gravite G soil place au point d'appui meme; car 
alors dens poids egaux se feraient equilibre dans tontes les 
positions du lleau, et, de cet etat d'equilibre indiffererU, 
la balance passerait subitement a un renversement oomplet 
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des qu' il y aurait la moindre difference entre les deux poids : 
elle serait hors d'usag6. 

CoiicIuoi;l» done que le fleau d'une balance doit toujpurs 
etr« construit de telle sorte qi4i son centre de gravite 
tombe au-dessous du plan horizontal passant par Taxe dp 
rotation. 

84. Sensibilite, — II ne suffit pas qu*une balance soit 
juste, il laut encore qu elle soit sensible, c'est-a-dire qu'une 
petite difference p entre les deux poids places dans les pla- 
teaux se manifeste par une inclinaison notable du fleau. D^ 
I'equation d'equilibre du nunu^ro precedent 

p,Qa = tg.Og 

on deduit aisdment les conditions de sensibilite de la ba- 
lance. 

Soient cp Tinclinaison AOA', / la longueur du bras 
OA = OB, h la distance OG (Jig- d5) ^ on a 

et, sub^tituant dans Tequation pr^cedente, il vient 



tang? = ±j^ 






Le poidis additionnel p etant suppose tris-petit, Tangle ^ 
Test aussi et pent 6tre regarde comma proportiomiel a sa 
tangente. La formule ci-dessus montre done que la balance 
sera d'autant plus sensible, que le centre de granite sera 
plus voisin de Vaxe de rotation^ et que le fleau sera plus 
long et plus leger. 

Dans les balances de precision, que i milligramme doit 
faire trebuclier sous une charge de plusieurs kilogrammes, 
le constructeur a soin de fixer au milieu du fleau une petite 
tige verticale taraudee, sur laquelle on peut faire monter 
ou descendre un ^crou de dimensions variable*. De cette 
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maniere, on est maitre de d^placer legerenynt le centre de 
gravite du fleau et de regler la sensibilite. 

85. E.ramen du cas oil les points de suspension des plateaux et 
le point d *appui du fleau #e sont pas en ligne droite. — I^ns 
to)>t ce qui precede, nous avons admis que les points de suspen- 
sion des plateaux etaient en ligne droite avee le point d'appui du 
ileau. 

D'apr^s la valeur trouvee pour tangy, on voit que rinclinaison 
du fleau qui re'pond a un exces de poids p place dans Tun des 
plateaux depend de cet exces seulement et non de la grandeur 
absolue de la charge que les plateaux supportent. 

II n'en serait plus de m^me si le point d'appui et les points de 
suspension des plateaux cessaient d'etre en ligne droite. Suppo- 
sons un levier coude AOB 4 bras egaux {Jig, 67). Soit a Tangle 




AOx -.— BO or', que chaque bras fait avec Thorizontale du point 
d'appui, quand le levier est en e'quilibre sous Taction de deux 
poids egaux P. Soit y Tangle AOA' dont le fleau va tourner par 
Teffet d^un poids additionnel p suspendu au point A. Les deux 
poids egaux P se composent en un seul aP applique au point S, 
milieu de la droite qui joint A' ^ B', et le moment de ce poids re- 
sultant (2P.0j) n'est plus nul comme dans le cas ou les trois 
points A', 0, B' etaient en ligne droite. L'equation d'equilibre se 
complique done de ce terme, et devient 

p.Oa z=zu.Og -f- 2P.0i', 

ou bien, en conservant les notations du numero precedent, 

pi cos[a -f- y) 1= oAsiny 4- 2P/ sin a sin 7, 
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d'oii 

pi COS a 
^^ (2P-i-/?)/sina4- jsh' 

Gette formule montre que V angle f depend maintenant d^ la 
charge 2P, et que, toutes choses egales d'ailleurs, il diminue quand 
elle augxnente. Ainsi Iji balance sera d'autant moins sensible que 
les plateaux seront plus charges. Ce grave inconvenient disparaft 
quand les trois points A, O, B sont en ligne droite. L'angle a de- 
vient alors nul, et Texpression de tang^ se reduit a celle que nous 
avons donnee dans le n° 84. 

La fig. 67 suppose les points de suspension A et B au-dessous 
de I'horizontale xOx' . S'ils etaient au-dessus^ Texpression detang^ 
subsisterait encore, ^ la condition de changer a en — a. Dans ce 
cas, une charge 2 P, de plus en plus grande, fei^a passer le deno- 
minateur par zero, et la balance deviendra foUe. Du reste, sans 
recourir au calcul, on voit qu'alors la charge 2P concourt avec le 
poids additionnel /; pour faire trebucher le fleau. 

86. Method e des doubles pesees, — Nous avons separe 
les conditions de justesse de celies qui reglent la sensibilite : 
si une balance n'a pas ses bras egaux, elle n'est -pAS Juste; 
et cependant, pourvu qu'elle demeure sensible, elle peut 
encore servir a determiner le poids exact d'un corps. Seule- 
ment ce n'est plus par une seuk pesee que ce resultat peut 
6tre atteint. On a recours a un procede aussi simple qu*in- 
genieux, imagine par Borda. On equilibre d'abord le corps 
a peser, place dans un des plateaux, avec de la grenaille de 
plomb ou du sable que Ton met dans Tautre. Puis on enleve 
le corps, et on le remplace par des poids marques, en quan- 
tite sufBsantc pour retablir Tequilibre. La somme de ces 
poids est exactement egale au poids du corps, puisque Tun 
et I'autre font, dans des circonstances identiques, equilibre 
a la m^me quantite de mati^re ponderable. 

Le physicien et le chimiste font toujours usage de cette 
methode quand il s'agit de pesees delicates, m^me avec des 
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balances tres-bien construites; car Tegalite parfaite des deuic 
bras est impossible a obtenir^dans la pratique. 

87. Romaine. — La balance romaine est encore un levier 
droit du premier genre, mais a bras inegaux. On suspend a 
rextremite A du petit bras (Jig' 68), soit avec un crochet, 
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soit a Taide d'un plateau, le corps k peser P. Le long du 
grand bras est mobile un anneau G qui supporte un poids 
invariable q. On determine par tatonnement le point ou il 
faut arr^ter cet anneau pour que le^levier prenne la position 
horizontale d'equilibre.'Cet instrument n'exigepas Temploi 
de poids marques : il suffit que la partie du levier que le 
poids mobile doit parcourir ait ete ^raduee d'avanee, de 
maniere qu'on puisse lire, en chaque point ou s'arr^era le 
curseur, le nombre de grammes ou kilogrammes qui Tepre- 
aente le poids cherche. 

88. Graduation de la romaine. — Aucun corps n'^ant 
d'abord suspendu au crochet, soit I le point ou il faut ame- 

Fiff. 69. 
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nerle curseur ;pour que le £[eajUsetienneh(»['izontal (fig^Bg). 
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Dans cette positioD, il y a equilibre entre le poids q et Ic 
poids u de la romaine applique a son centre de gravite G, 
et Ton a 

Ce point I pent d'ailleurs 6tre situe indiSeremment a 
droite ou a gauche du point d'appui O, suhant que le 
centre de gravite G tombe lui-m^me a gauche ou a droite. 

Suspendons maintenant un poids P au crochet A r I'e- 
quilibre sera detruit; et, pour le retablir, on devra trans- 
porter le curseur, du point I a un certain point C tel, que 

Ton ait 

P.A0-^CT.0G = <7.0C. 

Le terme xs . OG pent 6tre remplace par son egal q . 01, et si 
Ton remarque que OC — 01 = IC, T equation pr^cedente 
devient 

'1 

Ainsi la distance IC varie iproportionnellement au 
poids P. D'apres <2ela, pour graduer rinstrument, on mar- 
quera d'abord zero au point I-, puk,«u§pendant au^point A 
le poids que Ton veut prendre pour unite, i kilogramme 
par exemple, on cherchera le point C ou il faut amener le 
curseur pour retablir r'equiUbre. On marquera i en ce 
point. Portant ensuite sur toutfe la longueur du fleau des 
distances CD, DE, EF, . . . egales. a IC, on inscrira les 
nombres 2, 3, 4? • • • au*Yoints D, E, F, . . . . Pour estimer 
des dixiemes de kilogramme, on n'aura qu'a diyiser ces lon- 
gueurs en dix parties egales, et ainsi de suite. 

On voit que la graduation n'exige pas que Ton connaisse 
a priori la distance OG, ni le poids vs de la romaine. Ces 
quantites ne figuY^ent que dans la demonstration. 

Cette balance est d'un frequent usage dans le commerce, 
pour les pesees qui ne demandent pas beaucoup de preci- 
sion. Afin d'eviter de donner au grand bras des dimensions 
trop.etendues, on adapte souvent au fleau deux anneaux de 
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suspension : I'un, le plus cloigne du crochet A, sert pour 
les corps dont Ic poids est peu considerable ci auxqueh 
il n'est pas necessaire dc dinner uit petit bras de levier-, 
I'autre est employe pour peser les corps plus lourds. 

89. Ba$gule du commerce. — Get instrument, qu'on 
appelle encore balance de Quint^z, du nom de son in- 
venieur, se distingue des precedents en ce que, an lieu d'un 
seul levier, il en presente deux, I'un du premier genre, 
I'autre du troisieme. On va voir que cette combinaison le 
rend eminemment propre au pesage des colis de toutes di- 
mensions qu'espedie le commerce. 
Fig. 70 




BOC [fig- 70) est un levier du premier genre, ayant si 
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point d'appui en O. ]^^un des bras, OG, supporte un pla- 
teau destine a recevoir des poids marques, tandis que 
I'autre, OB, supporte deux trittgles verticales BD, AG. Ces 
tringles sont destinees a transmettre au levier BOG les 
pressions exercees sur le tablier par les objets que ^0/^ veut 
peser. Le tablier MNSG se compose d'une table norizon- 
tale MN, d'un montant vertical NS et d*une piece obli- 
que SG, le tout en bois et ne formant qu'un seul corps. La 
piice SG, qu'on appelle la fourche, parce^qu'elle presente 
du c6te de S deux branches entre lesquelles passe la trin- 
gle BD, s'accroche en G a la tringle AG. Le tablier s'appuie 
en outre sur les deux branches d'un levier inferieur FED, 
que nous allons decrire. La fig, yo n*en donne que la pro- 
jection verticale : ce levier n'^st pas rectiligne dans toute 
sa longueur •, il se bifurque du cote de EF, cokmme I'indique 
sa projection horizontale {Jig* 71). Le p^nt Jijce F de 
la premiere %ure correspond done k deux "points Fj, F^J 



k 



symetriquement places pa|^ rajiport a la'droite FEDG, et qui 
sont les yeritables points fixes autour desquels tHlrne le 
levier inferieur. L'extremite D est attachee a la tringle BD. 
Enfin nous avons dit que le tablier MN avait deux points 
'appui sur les br^elies de ce levier. A cet effet, celles-ci 
portent deux coutedux Ej, E| (repigsentes par leur pro- 
jection E sur la fig, 70), sur lesquels viennent reposer 
deux coussinets fixes sous le tablier. Ainsi, quand la bascule 
fonc|,ionne, le tablier pese sur les trois points Ei, Ej et G. 
Pour eviter que les couteaux d'appui ne se fatiguent quand 

8 
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la machine est au repos, on soul^ve^^u moyen d'une ma- 
nette adapt^e a la colonne OV^^ le bras OC, ee qui fait 
baisser la tringle BD et, par stlite, le levier Fi F, D. Alors le 
tablier descend de lui-m^me et vient reposer sur les bords 
de la fCM^se rectangulaire en bois qui rpnferme le levier 
inferieur. ^ 

II faut que le levier superieur BOC se tienne horizontal 
quand le tablier et le plateau ne portent aucun poids. On 
satisfait a cette condition en plagant une tare convenable 
dans une petite cuvette qui est adaptee au-dessus deschaines 
de suspension du plateau. 

Ceia pose, mettons sur le tablier un corps quelconque, de 
poids Q *, nous allons montrcr comment ce systeme de leviers 
permet de Tequilibrer avec uri poids place dans le plateau, 
et independant de la position que le corps occupe sur le 
tablier. Soit I k point ou la verticale du centre de gravite 
de ce corps va percer le plan EjEjG {fig- 72^. Le poids Q 
pent etre decompose en deux forces verti^jales 9, ^' appli- 
quees Tune en G, T autre en R, ou la droite GI prolongee 

Fig. 72. 




rencontre la Hgne d'appui EiE, : cette dernifere composante 
pourrait se partager k son tour en deux autres forces paral- 
leles appliquees aux points Ei , Eg , et- fiiisflement le poids Q 
serait remplace par trols forces verticales appliquees en G, 
El, Ej, qui exprimeraient les pressions individuelles sup- 
portees par les points d'appui du tablier. Mais 5n va voir 
qu'il n'est pas besoin de les connaitre dans la pratique. 
La composante y, appliquee en G, agit evidemment sur 
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le levier superieur JPC, par rintermediaire de la tringle, 

comme si elle etait appliquee au point A de ce levier. 

Si Ton mene la droite DK qui rencontre en H Taxe fixe 

FiFj, on voit que la composante q' appliquee en K pent 

d'abord 6tre remplacee par deux autres forces paralleles 

appliquees Tune au point D, Tautre au point H : cette der- 

niire est detruite par la resistance de Taxe fixe, et la pre* 

miere a pour valeur 

,HK_ , FE 

Mais le point d'application D peul ^tre transporte a Textre- 
mite superieure B de la tringle verticale^ et la, la force 

q* — - agit sur le levier BC comme le ferait une force ver- 

ticale appliquee au point A et dont le moment par rapport 

au point O serait le meme (76), c'est-a-dire comme une 

force egale a 

, FE BO 

^ FDAO 

Ainsi le poids Q place sur le tablier produit sur le levier BC, 
par Tintermediaire du levier inferieur et des deux tringles, 
le mfeme effet que deux forces verticales 

, FE BO 
^ ^ FDAO 

qui seraient directement appliquees au point A. Ces forces 
se composent en une seule,. egale a leur somme 

,FEBO 
^"^^FDAO' 
et comme 

? + 9' = Q/ 
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cette somme pent s ecrire 



FEBO\ qFEBO 
^ '' FDA0/"^^FDA0 
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Or on veut que cette resultante soit Jndependante de la 
position du corps a peser ^ done il faut at il suffit que le 
coefficient du seul terme qui renferme la pression variable q 
soit nul, c'est-a-dire que Ton ait 

FE _ AO 
FD~" BO* 

Les dimensions des deux leviers sont en effet proportion- 
nees de maniere que cette condition soit satisfaite. Par 
suite, la resultante appliquee en A se reduit simplement au 
poids Q. 

En definitive, V effet produit sur la bascule par le corps 
h peser est le meme que si son poids etait tout entier sus- 
pendu au point A du lex^ier superieur, 

D en resulte que, pour etablir T^quilibre, il suffira de 

mettre dans le plateau un poids qui soit au poids du corps 

,• , OA 

dans le rapport constant — • 

Dans la bascule dite au dixieme, ce rapport est — • On 

n'a done qu'a decupler la somme des poids marques mis 
dans le plateau pour avoir le poids cherche. 

90. Bascule-romaine (systeme Beranger). — Cette bascule, tres- 
repandue depuis quelques annees dans les gares de chemin de fer 
et dans les messageries, a sur la balance de Quintenz plusieurs 
avantages, dus ^ un habile constructeur, M. Beranger. D'abord elle 
evite remploi des poids marques pour toutes les pesees qui n'exce- 
dent pas loo kilogrammes, A cet effet, le bras OC du fleau supe- 
rieur re^oit plus de longueur et est gradue de zero a loo kilo- 
grammes a la maniere d'une romaine [fi§> 73). Le poids curseur V 
a la forme d*un boulon que le fleau traverse a frottement doux, et 
on I'amene aisement au point convenable pour etablir Tequilibre. 
Ge n'est que pour les corps dont le poids depasse i oo kilogrammes 
qu'il faut recourir k des poids marques, que re^oit le plateau sus- 
pendu au point G. Le contre- poids R assm*e I'horizontalite du fleau, 
quand le curseur est au zero de la graduation et que le tablier et le 
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plateau sont k vide : ce contre-poids peut itre l^^ment rappro- 
che ou eloigne du point 0, ^ la mani^re d'un ^crou. La bascule ne 




pr^sente plus qa'une seule tringle AG, dite tringle de puissanca 

et, par une combinaison de leviers que nous allons expliquer, tout 

$e passe comme si le poids Q du corps a peser etait suspendu, r^ 

OA 
duit au dixieme, a cette tringle. Le rapport —— etant lui-m^me 

egal i — ) les poids marqu^ qu'i) (aut mettre dans 1^ plateau re- 

pr^sentent seulement — ~ du poids Q. EnGn le fl^an ROC, au lieu 

d'etre dirige suivant le prolongement du tablier MN, comme dans 
la balance de Quintenz, a une direction perpend iculaire, ce qui 
reduit la longueur de I'appareil et le rend moitis embarrassant. 

Le tablier MX repose sur quatre couteaux disposes en rectangle 
a, fr, c, d, qui appartiennent ii deux leviers bifurqucs el/, g\h 
[fig. ^4)' ^onl les axes de rotation sont les droitesparalleles^i^A. 
Ces leviers ne sont pas independants ; leurs branches se reunisaent 
I'une au-dessous de I'autre par la bride de centrel,ea sorte qu'ils ne 
peuvent oscillerque d'un mouvement commun. EnRn, la barre IG, 
fixee au levier el/, rattache ce levier k la tringle de puissance. 
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Ola pose, le corps, place sur le tablier, donne naissance k quatre 
pressions yerticales appliquees aux points a^ b, c, d, et dont la 

Fig. 7.i. 




somme est egale k son poids Q. (Nous n'ayons pas h discuter ici 
cette decomposition, sur laquelle nous reviendrons dans la theorie 
du plan incline.) Considerons Tune de ces pressions q appliquee 
en a. On peut d*abord, sans troubler Tequilibre du levier el/^ la 

remplacer par une force q r^ j appliquee en I (76) ; et, comma la 

meme transformation convient aux Irois autres pressions, on voit 
deja qu'on peut les rassembler toutes en ce point central, ou elles 

se composeront en une seule Q — • Main tenant, Taction de cette 

resultante sur le levier el/ peut 6tre remplacee par celle d'une force 
parall^le, appliquee a Textremite G de la barre IG, et toujours de 
m^me moment par rapport k I'axe ef, c'est-ii-dire egale a 

^^ ae IE . , ^ <^ 



oe I 

Done, si le rapport -;— est egal k — > le fleau superieur AOC sera 

G^ lo 

sollicite de haut en bas par une force — appliquee au point A. 



lO 



C'est le resultat que nous avions annonce. 

91. Balance de Robeival modtfiee (syst^me Beranger). — Dans 
les magasins ou le commerce a besoin de peser rapidement des 
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objets de petites dimeDsions^ on rencontre frequemment une ba- 
lance dont les plateaux sont eleves au-dessus du fleau, et dont le 
mecanisme est une heureuse combinaison de Fancienne balance de 
Roberval et de celle de Quintenz* 

Les fig, 75 et 76 en representent T^levation et le plan. Le grand 
(lean AOB a ses bras egaux, et I'appareil presente deux parties par- 
faitemipt symetriques 4 gauche et k droite du j^int d'appui. G'est 
pourquoi il nous suffira de decrire Tune d'ejles. 

Le plateau horizontal V, dans lequel on place le corps a peser, 
est supporte par une tige T qui fait corps avec la lame horizon- 
tale MN. Les extremites M et N de cette lame sont soutenues, Tune 
par la tringle MA qui est vissee en M sur la lame, et suspend ue par 
un crochet k I'extremite A du grand fleau, Tautre par la bride NI 
qui s'attache au levier IH, dit lener de transmission. Ce levier a 

Fig. 75. 





son point d'appui en H ; il est lui-m§me rattache au grand fleau par 
la bride CE, dont la position est fixee de maniere que les rapports 

ffl AO . , 

^ et — soient egaux. 

Ldi fig. 76 represente en projection horizontal le grand fleau, la 
lame et le levier de transmission. On voit que le fleau se compose 



de deux branches parall^les A|Oi, A^O,, symetriquement placees 

par rapport k la tigne HI, suiyant laquelle est dirige le levier de 

transmission. La lame MN est egalement gemin^e, ce qui lui a fait 

donner le nom de/ourche, et ses deux branches projetees en A|N}, 

A2N3, de forme arbitraire, viennent se r^unir au point projet^ en I. 

La trayerse £| E3 relie les deux branches dtf (leau a la bride CE et, 

par suite, au levi^ de transmission. De m^me la traverse 1*1/3 relic 

les deux branches de la fourche. 

Quand le fleau vient h osciller, le parallelogramme A1O1A3O2 se 

meut de toutes pieces autour de I'axe Oi O2, l*un de ses cotes ne 

faisant que repeter les mouvements de Faulre. II est aise de voir 

que durant ces oscillations la fourche s*abaisse (ou s*el^ve) de 

quantites ^gales k ses deux bouts. En efFet, quand I'extremite A 

du fleau s'abaisse, par exemple, d*une quantity A, le] point M s'a- 

baisse d'autant ; mais la bride EG descend en mdme temps d'une 

. , EO 
quantite h -— et, par suite, la bride IN s'abaisse de la quantite 

JWJ 

. EO IH - • 
*AOCH = *- 

Ainsi la fourche demeure constamment horizontale, et il en est de 
m^me du plateau V qu*elle entratne dans son mouvement. 

Maintenant, supposons que Ton place sur le plateau un corps 
de forme quelconque, dont le poids sera designe par Q : ce poids 
donnera naissance a trois pressions verticales q, q', q*^, appliquees 
aux trois points d*appui de la fourche, ou, ce qui revient au mime, 
aux trois points Ai, Aj, I. Les composantes q et 7' agissent directe- 
ment sur le fiieau. Quant a la composante 7'', qui est dirigee suivant 
la verticale NI, elle agit sur le levier IH com me le ferait ime force 
parallele appliquee au point C, et qui aurait mime moment par 

IH 

rapport au point H, c'est-a-dire une force egale k ^'"t^tj' ^^ds 

cette derniere, que Ton pent considerer comme appliquee k Textre- 
mite superieure E de la bride qui lie ce levier a la traverse du grand 
fleau, se repartit d'abord par moitie sur les points E,, E^; puis 

chacune de ces composantes, dont la valeur est ~ r— > agit sur 
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)e fl^an comme le ferail line force appliqu^ k I'extr^mite A, ou A„ 
et qui aurait m&me moment par rapport au point O, c'est-&-dire 
^aleit 

7' IH EO 

2 CHAO" 

OrJ^appareil est construit de mani^re que -a = =~r- Done cha- 

cune de ces demi^res composantes se r^ttit k — ■ 

Eq definitive, les choses se passent comme si les extr^mit^ Ai, A, 
dn grand fleau ^talent sollicitees directement par les forces 



dont la somme reproduit le poids Q ; et comme ces deus gronpes 
agissent par des bras de levier O.A,, 0,A, qui sent egaux, on voit 
que la somme de leurs moments sera toujours egale k Q.OA. Ainsi, 
quelle que soil la position da corps sitr le plateau V, le fleau de 
cette balance est dans les m^mes conditions que celui dHine balance 
ordinaire, ^ I'eKtremitd duquel serait suspendu le corps it peser. La 
m^me conclusion s'applique aux poids marques que Ton placers 
dans I'autre plateau. 

Tout le mecanbroe des leviers est ordinairement renferm^ dans 




une caisse rectangulaire [fig- 77 ) qui ne laisse roirqueles deux pla- 
teaux et les extremity superieures des deux tJgesT qui les snpportent . 
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EXERQCES. 



I. Une barre homog^ne ABC, dont Funite de longueur p^ 
a kilogrammes, et dont une extremite A est fixe, supporte, en an 
point B de sa longueur, un poids P, tandis qu'une force yerti- 
cale Q, appliquee dQ^bas en haut k Tautre extremite G, est dei^nee 
a tenir la barre en equilibre. !^tant donnes a, P, Q et la distance AB, 
on propose de determiner AC. — Y a-t-il un minimum pour Tin- 
tensite de la puissance Q, et quelle est la position correspondante 
du point G ? 

n. Resoudre le probl^me analogue au precedent, dans lequel on 
suppose le point d*appui A place entre B et G, et les deux forces P 
et Q verticales et de m^me sens. 
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ONZIfiME LECON. 

pROGRAMiiE. — Poulie. — ^quilibre de la poulie fixe. — ^quilibre de la 

poulie mobile. — Moufles. 



92. De la poulie fixe, — La poulie dite fixe se compose 
d'une roue circulaire AOB, qui a la liberie de tourner dans 
son plan autour du centre fixe O, et dont la circonference 
est embrassee en partie par une corde ou chaine flexible, 
tir^e a ses extremites par deux forces tangentielles P et Q 
(fig. 78 et 79). Pour assurer la mobilite de la roue autour 
du point fixe, on pent s'y prendre de deux manieres : 



Fig. 79- 





Ou bien adapter a la region centrale de la roue un axe 
perpendiculaire a son plan, qui la traverse en faisant corps 
avec elle, et repose par ses extremites cylindriques sur deux 
coussinets fixes, de m^me forme, qui lui permettent de tour- 
ner sur lui-m6me ; 

Ou bien fixer I'axe a une chape, et pratiquer dans la roue 
un ceil cylindrique que Taxe traverse a la maniere d'un 
essieu ordinaire. ^ 

La corde est maintenue a la circonference de la roue au 
moyen d'une rainure ou gorge dans laquelle elle s'engage. 
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On voit qu'ici Tobstacle fixe n'est pas veellemeniua point, 
mais bien un axe de tres-courtes dimensions. A ce litre, on 
pourrait n'^tudier la poulie que comme un cas particulier 
du treuil, Cependant, comme Tequilibre de cette machine 
se ram^ne tres-simplement a celui du levier^ il est prefe- 
rable de la considerer directement. D'ailleurs elle presente, 
relativement a la mobilite de la corde qui Tembrasse, una 
circonstance particuliere qui n'a pas lieu dans le treuil. 

93. Condition d' equilibre de la poulie fixe. — Remar- 
quons d'abord que, si Fequilibre existe, on ne le trouble pas 
en fixant le corps de la roue de maniere qu'elle ne puisse 
plus tourner sur son axe. Mais alors on n'a plus qu'une 
corde mobile tendue sur la circonference d*un cercle fixe: 
Or, pour qu'elle ne glisse pas, il est evident que les trac- 
tions P et Q, qui agissent tangentiellement a ses deux extre- 
mites, doivent ^tre egales (*). Ainsi, pour assurer Tequi- 
libre de la corde sur la roue supposee fixe, il faut qu'on ait 

Actuellement, rendons a la roue sa mobilite. En yertu de 
Tegalite P =r Q, la corde ne pent se separer de la roue et 
fait corps avec elle. On pent done considerer les forces P 
et Q comme appliquees, non plus a la corde, mais aux 
points A et^de la roue. Seulement, comme la corde n'est 
pas infiniment mince, et que les forces agissent suivant son 
axe, il convient de relever les points d'application A et B 
au-dessus de la surface de la gorge d*une quantite egale a 
la moitie du diametre de la corde. La distance de cbacun de 
ces points au centre C est ce que nous conviendrons d'ap- 
peler le rajon de la poulie. La machine presente mainte- 



(*) Nous faisdns ici abstraction de la resistance qu'oppose au glissement 
de la 4ibrde le frottement de celle-ci contre la goi^e de la poulie. A raison 
de ce frottement, Tequilibre peut subsister tant que la difference des deux 
forces P et Q ne depasse pas une certaine limite, qui depend de I'etat des 
surfaces en contact. j 
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nant toutes les conditions d'un levier coude, dont ies' bras 
sont les rayons OA, OB, et dont le point d'appui est O. 
Pour Tequilibre, on aura 

P.OA=:Q,OB. 

Or deja P == Q, et, dans le cercle, OA = OB. Cette equa- 
tion est done satisfaite d*elle-m^ine. 

Done, la condition d'^quilibre necessaire et suffisante est 
que la puissance soil egale a la resistance. 

94'. Cos d*une poulie h gorge elUptique. — Le raisonnement 
qui prec^e fait pressendr que cette condition unique ne suffirait 
plus, si la roue n'etait pas circulaire. Par exemple, dans le cas 
d'une poulie k gorge elliptique, on devrait encore avoir P = Q ; 
car I'egalite des tensions extremes de la corde est independante de 
la forme du contour cunriligne sur lequel elle est appliqu^. Mais 
r^galite des deux perpendiculaires OA, OB n*aurait lieu qu*autant 
que la bissectrice de Tangle des tangentes AP, BQ passerait par le 
centre O. Or ceci exige que les points A et B, ou la corde se de- 
tache de la poulie, soient h. egale distance de Tun des sommets de 
Tellipse. 

95. Pression supportee par le centre de la poulie. — La 
pression supportee par le centre de la poulie est, comme 
dans le levier, la resultante des deux forces egales P et Q. 

Fig. 8i>. 



Elle est done representee (fig» 80) par la diagonale 01 du 
losange OEIK, dont les c6tes sont paralleles et propor- 
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tionn^ls aux forces. Si on la d^signe par R, on a 

P__OE 

R"~ oi' 

Mais les triangles OIE, AOB sont semblables comme ayant 
leurs c6tes perpendiculaires. Done 

OE OA 



et, par suite, 



01 

P 
R 



" AB 

OA 
AB* 



Ainsi la puissance est h la pression que supporte le 
centre de la poulie comme le rayon de la poulie est a la 
sous^tendante de I' arc embrasse par la corde. 

La pression atteint son maximum quand les cordons AP, 
BQ sont paralleles, el ce maximum est double de la puis- 
sance. 

On voit que la poulie fixe n'a d'autre effet que de trans- 
mettre Taction de la force motrice a un point situe bors de 
sa direction : elle ne change rien a son intensite. 

96. De la poulie mobile. — Dans la poulie dite mo- 
Fig. 8i. 




bile {fig- 8i), un poids Q est suspendu a la chape, par un 
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crochet ou cordon dont la direction coincide avec la irerti- 
cale du centre O j et la corde qui embrasse la partie infi^- 
rieure AB de la gorge est, d'une part, attach^e k un point 
fixe F, de Tautre, tir^e par la puissance F suivant la tan- 
gente AP. 

Dans Tetat d'equilibre, le point fixe tient lieu d'une force 
egale et contraire a la tension du cordon FB. Si done on 
conjoit que cette force, de grandeur encore inconnue, soit 
appliquee suivant BF, on pourra supprimer le point fixe 
et regarder le systeme comme entierement libre. Cela pose, 
on voit d'abord que la corde PABF doit ^tre, comme dans 
la poulie fixe, egalement tendue a ses deux extremites ; cat 
Tequilibre ne serait pas trouble si Ton venait a fixer I'axe. 
Ainsi la tension du cordon BF est egale a P. Des lors, 
Tetat du systeme est le m6me que si Ton avait trois Jorces P, 
F, Q dirigees respectwement suwant AP, BF, OQ, en 
equilibre sur un corps solide libre, 

Jj'une d*elles, la force Q, devra done 6tre egale et opposee 
a la resultante des deux autres. Or celle-ci est dirigee sui- 
vant la bissectrice de Tangle des tangentes AP, BF5 done 
la verticale OQ coincidera avec cette bissectrice ou, ce qui 
revient au meme, la sous-tendante AB de Tare embrasse 
par la corde sera borizonlale. 

De plus, si Ton prend, a partir du point de concours S 
des deux tangentes et sur la direction de Tune d'elles, une 
longueur SD pour representer la force P, et que Ton 
mene DI parallele a Tautre tangente jusqu'a la rencontre 
de la verticale OQ, on aura (15) 

P ID P OB 

— =r: ou — r:^ • 

Q ' IS Q AB 

Les conditions d'equilibre de la poulie mobile sont done : 
1° Que la souS'tendante de rare embrasse par la corde 

soit horizontale ; 

a^ Que la puissance soit au poids suspendu h la chape 
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comme le rayon de la pouUe est h la sous-tendante de 
I' arc embrasse par la corde. 

Dans le cas ou Tare est de 60 degres, on a 

AB = AO et P = Q. 

Le cas ou la puissance agit avec le plus d'avantages est 
celui ou les cordons AP, BF sont parall^les \ elle n'est plus 
alors que moitie du poids qu'elle tend a faire monter 

[fig. 82). 

Fig. 8a. 




On rencontre tres-souvent la poulie mobile combinee 
avec la poulie fixe dans les ateliers de construction ou Ton 
a des materiaux d'un poids considerable a elever a de 
grandes bauteurs. Nous en donnerons un exemple plus 
loin. 

97. .Assemblage depoulies mobiles, — Consid^ron'ls un 
systeme de poulies mobiles A, B, C, en nombre quelconque, 
r^agissant les unes sur les autres (fig* 83). Le poids Q, 
auquel il s'agit de faire equilibre par une puissance P, est 
suspendu k la chape de la premiere ppulie A. Celle-ci est 
embrassee par une corde dont Tune des extremites est atta- 
cbee au point fixe a, tandis que Tautre est attachee a la 
chape de la deuxi^me poulie B. De m^me cette deuxiime 
poulie est embrassee par une corde dont une extremite est 
fixee en b et Tautre attachee a la chape de la troisieme 



Fig. 83. 
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poulie C, et ainsi de suite jusqu'a la demiire poulie mo- 
bile. La corde qui embrasse cette demiire (qui est la 
poulie C de Ia fig. 83) est attachee d'une part au point 
fixe c , et de I'autre va passer sur une po^ie fixe D , dite 
poulie de rem^oi, pour Stre finalement tiree par la puis- 
sance P. 

Le systeme ^tant en equilibre, il faut et il suflit que 
chaque poulie soit en equilibre d'elle-m&me, sous Tac- 
tion des forces et tensions qui lui sont appliquees. Sup- 
posons, pour plus de simplicite, que tous les cordons 
soient paralleles, comme Tindique 
la figure. En designant par X , Y , Z 
les tensions des cordons Aa, Bi, 
Cc, on aura successivement : pour 
Tequilibre de la premiere poulie 
mobile (96), 

pour Tequilibre de la deuxieme, 
pour r^quilibre de la t^oisieme, 

enfin Tequilibre de la poulie fixe D 

donne 

P = Z. 

Multipliant membre a membre toutes ces equations, il 
rient 




En general , si n designe le nombre des poulies mobiles 



VlEILLE. — ii. de Si, 
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a cordons parall^les, on aura 

2" 

Ainsi la puissance est an poids suspendu h la chape 
comme I'unite est a une puissance de a ntarifu4e par fc 
nombre des poalies mobiles. 

Theoriquement , on' voit- qu'en employant un nombre 
snflisant de poulies on pourra faire equiUbre a un poids Q 
quelconque, avec une puissance aussi petite qu'on voudra. 

Remafquons encore que les tensions X, Y, . . . forment 
une progression geooLetriquc decroissante dont la raison 



FiB. 84. 



98. Moufles. — Une moufle est I'assemblage de plusieurs 
poulies, reunies dans une indme chape, et ordinairement 
sur le m6me axe, mais libres de toumer in- 
dependamment les unes des autres. On appelle 
palan le systeme de deux moufles, qui ren- 
fermeut le plus souvent un m^me nombre 
de poulies egales (Jig- 84)- ^^ chape de la 
moufle sup^rieure est accrochee a un corps ou 
massif fixe. 

La moufle inferieure est mobile, et sa chape 
porta un crochet auquel on suspend le fardcau 
a elever. Une corde, tir^e 4 1'une de ses extr^ 
mites par la puissance P, embrasse successive- 
ment toutes les poulies en passantde la moufle 
fixe a la moufle mobile, et vice versd, et vient 
flnalement s'attacher A la chape de la moufle 
fixe. 

L'equilibre general du systeme exige evi- 
demment que chaque poulie soit s^par^ment 
en equilibrc; et'comme c'est la mSme corde 
qui les embrasse toutes, il est clair qu'elte est partout ega- 
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lement tendue. D'ailleurs on peut regarder les cordoi^s 
GOmnie sensiblement parall^les. 

Le poids Q eat done dans les mimes conditions que s'il 
etait souLenu par un systeme de forces f aralleles, toutes 
egales k la puissance P, el en m^me nombre que les cor- 
dons qui vont directement d'une moulle a I'autre, c'est-^ 
dire en m^me nombre que les poulies employees. Soil n ce 
nombre ; on aura 

d'ou 



Dans le cas de la fig. 84, n = 6. La puissance n'est done 
que le sixi^me de la resistance a laquelle elle fait equilibre. 

Fie- 85. 



On rencontre encore, particulieremeut dans le service 
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de la navigation, une autre disposition de palans que re- 
presente \^fig> 85. Les poulies sont in^gales et assemblees 
sur des axes paralliles, de sorte que ies -cordons qui vont 
d'une moufle a liautre sont encore sensiblement paralleles; 
une m^me chape porte ies axes de chaque moufle. Du reste, 
la theorie precedente subsiste sans modification, et Ton a 
toujours 

v=% 

ft 

n etant le nombre des poulies employees. 
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DOUZlfiME ET TREIZIME lECON. 

o 

Programme. — Treiiil. — Condition g^nerale d'equilibre du treuil. 
Relation entre la puissance et la resistance. 



99. Du treuil, — Le treuil ou tour est un corps solide 
assujetti a tourner autour d'un axe fixe. Dans ce mouve- 
ment, chaque point decrit un arc de cercle dont le plan est 
perpendiculaire a Taxe, et dont le centre est sur Taxe. Le 
corps a ordinairement la forme d'ull cylindre en bois ou en 
fonte, dit arhre du treuil, termine a ses extr^mites par deux 
autres cylindres, de m^me axe, mais d'un diametre pins 
petit, nommes tourillons, qui reposent sur deux coussinets 
fixes de mSme forme {fig* 86). Quand 1» machine est en 

Fig. ^G. 



* 




* > * 



mouvement, Tarbre tournant AB est dans les m^mes con-* 
dilions que si son axe geom^trique ^tait fixe. La resistance 
a vaincre est ordinairement un fardeau Q, suspendu a une 
corde qui jGait plusieurs tours sur Tarbre et est attache^ par 
un bout k sa surface. La puissance P est appliqu^e, dans 
. tin plan perpendiculaire a Taxe, soit au moyen d*une ou* 
pliuieiurs barres CD, implantees sor le cylindtfe, e% dont 
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rouvrier saisit I'extremite avec la main; soil au moyen 
d'une roue faisant corps avec I'arbre et garnie de poignees 
ou do chevillcs; soit a i'aide d'une manivelle, tige longue 
de o'*,4o environ, moutee perpendiculairement sur I'axe 
de rotation ct arm^ d'une poignec [fig- 87 et 88). 




La roue a chevilles est tres-repanduc dans les environs 
de Paris, ou elle sert a tirer les pierres des carricres; I'ou- 
vrier monte sui' les clievilles et le poids de son corps fait 
tournerla roue. 

Quand le treuil est destin^ a exercer de grandes tractions 
horizon tales , conune I'cxige, par exemple, le service des 

Fifl. R9. 




•ports de mer, larbre est vertical {fig- 89), et les barres 
3ur IcsqnsUes s exerce 1 etfort des ouvriers sont horizon- 
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tales. Le cable de traction n'est plus fixe par un bout sur 
la surface da cylindre : en m&me temps qu'il s'enroule du 
c6te ou a lieu la traction, il se deroule du c6te de son extre- 
mite libre qu'un ouvrier tient constamment tendue. La ma- 
chine prend alors le nom de cabestan. 

Quelle que sbit la forme du treuil, quand cette machi#e 
est bien construite, le centre de gravite du solide tournant 
doit tomber sur Tun des points de Taxe fi^ce^ par conse- 
quent, le poids de la machine n'intervient en rien danf la 
condition d'equilibre. II n'influe que sur les pressions sup- 
port^es par I'axe, comme on le verra plus loin. 

100. Condition generate de I'eqiiilibre, — On pent tou- 
jours reduire les forces, motrices ou resistantes, appliquees 
au treuil, a deux U, V, dont 1 une U soit appliquee a un 
point de Taxe (66). Celle-ci est detruite par la resistance 
de I'axe, et T^quilibre exige que Tautre soit aussi detruite. 
C'est ce qui aura lieu si cette force est dans un mdme plan 
ai^ec I' axe, c'est-a-dire si elle le rencontre ou lui est pa- 
rallele. En effet, dans le premier cas, on peut la regarder 
comme appliquee au point de rencontre m. elle est annulee 
par ]a resistance de I'axe \ dans le second cas, elle tend a 
entrainer le treuil suivant la direction de Taxe, et ce mouve- 
ment longitudinal est par hypotliese impossible. L'equilibre 

Fig. 90. 




a done lieu. Au contraire, si la fosce V n'letait pas dans 
un m^me plan avec Taxe, on pourrait la decomposer en 
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deux autres {fig> 90) : Tune T, dirig^e suiyant la perpen- 
diculaire au plan XOA qui passe par Faxe HSJ et par le 
point' d'application A de V*, Tautre R, dirig^e suivant la 
projection de V sur ce plan. Cette derniire force, etant 
dans un m&me plan avec Taxe^ serait detruite, comme on 
l|fent de le voir; mais la composante T aurait tout son 
effet pour entrainer ]e point A suivant la tangente au cercle 
qu'il est libre 4© d^crire. 

%.insi la condition g^nerale de Tequilibre du treuil pent 
s'exprimer ainsi : 

Toutes les forces etant reduites a deux, dont I'une est 
appliquee h un point de V axe, ilfaut et il suffit que V autre 
soit dans un meme plan ai/ec I'axe, 

101. Expression tie la condition d'equilibre par une equation. 
— On peut aller plus loin, et traduire cette condition d'equilibre 
par une equation entre les forces proposees et leurs distances k 
Taxe. 

D'apres ce qui precede, le moment de chacune des forces U 
et V par rapport ^ Taxe est nul, dans I'etat d'equilibre. Or la 
somme des momeo^ de ces deux forces est toujours egale (71) il 
la somme des mometits des forces primitives. Done cette derniere 
est nulle. 

Reciproquement, si la somme des moments de toutes les forces 
appliquees au treuil, par rapport k I'axe, est nulle, il en sera de 
meme de la somme des moments des deux forces U et V, qui est 
egale k la premiefe. Or le moment de U est nul de lui-meme, si 
Ton suppose que cette force passe par un point de I'axe : done celui 
de V est nul aussi, c'est-k-dire que cette force et I'axe sont dans un 
pil^e plan. II y a done e^uilibre. 

En definitive, pour Tequilibre du treuil, il faut et il suffit que la 
somme des moments des forces par rapport a Vaxe Jure soit egale 
a zero. 

En designant par P Tune quelconque des forces proposees, par p 
sa plus courte distance a Faxe, par a son in^linaison sur cette 

droite, et adoptant la caracteristique > pour iadiquer une somme 
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de termes semblables^ requadon d'^quilibre du treuil prend la 
forme ' 

"VP/^sinarrrO. 

Quand toutes les forces son^ dirigees dans des plans perpendi* 
culaires a I'axe du treuil, ce qui a Ijeu communement, a =~ q0 et 
sin a = 1 . L'equation d*equilibre se r^uit k 

i02. Relation entre la puissance et la resistance^ -^ 
Reprenons le cas ou le treuil n'est sollicite que par deux 
forces : une puissance P agissant dans un plan perpendi- 
culaire a rax^(^g^. 91), a une distance CD =^ p de cette 
droite ; et une resistance Q, dirigee suivant une tangente a 
la section droite du cylindre, de rayon IN == y. Chercbons 
directement, sans recourir au theoreme des moments, la 
condition d'equilibre. 

Par Taxe et par le rayon IN qui aboutit au point d' appli- 
cation de la resistance Q, menons un pfan. 

Fig. 91. 




Hf(p4-Q) 



Soit E le point ou.ce plan est coupe par Tare de cercle, 
de rayon CD, que tend a decrire la puissance P. Je dis 
d'abord que cette puissance pe'iit, sans que Vequilibre soit 
trouble, 6tre transport^e a Textreiaite E 4u bras Qg que 
Ton supposera fixe au cylindre, pourvu qu'efle agisse ton- 
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jours tangentiellement a Fare DE. La raison de symetrie 
suffirait pour justifier cette assertion^ mais, pour mettrela 
chose en evidence, appliquons au point. £ deux forces P', 
P^' egales a P et dirig^es en sens contr aires suivant la tan- 
gente a Tare. II n'y aura rien de change au systeme. Mais 
le^ldeux forces egales P et P", qui concourent en O, out 
une resultante dirigee suivant la bissectrice CO, laquelle est 
detruite par la r^istance de Taxe. II reste done la force P', 
qui n'est autre que la force P transportee en E. 

M aintenant, les deux forces paralleles V et Q se com- 
poseront en une seule, dont le point d'application devra, 
pour r^quilibre, tomber au point H ou la droite d'applica- 
tion NE rencontre Faxe fixe-, et Ton aura, vu que P'= P, 

P_NH_IN_7 * 

Q~HE'~CE~~^" 

Ainsi la puissance est a la resistance comme le rayon 
du cjrlindre est au rayon de la circonference que tend a 
decrire la puissance. 

H faut ajouter que7e5 deux forces doivent iendre a f aire 
tourner en sens contraires. 

Si Ton avait voulu employer le theorime des moments, 
on aurait eu immediatement 



ou 



Pj9 — Q(7 = o, 



comme ci-dessus. 



Remarque. — Quand, au lieu d'une seule barre CD fixee 
a Tarbre du treuil, il y en a plusieurs d'egale longueur, 
comme dans \dijig, 86, et que plusie'urs ouvriers les pous- 
sent dans^le m^me sens, qj^ exer9ant sur elles des efforts 
egau^^ I'equation • 



donne 
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n designant le nombre des ouvriers 5 d'ou 



P 

Q 



I 1 

n p 



L'eifort iudividuel necessaire pour assurer Tequilibre est 
done reduit eu proportion du nombre des ouvriers, ce que 
Ton poUvait pre voir. 

103. La pouUe consideree comme cas particulier du treuil. — 
On yoit que requilibre du treuil ne depend nullement de la dis- 
tance IC (fig' 91) qui separe la puissance de la resistance. Ges deu^ 
forces pourraient agir dans le meme plan perpendiculaire a Taxe 
sans que les conditions f assent changees. Puis, si Ton suppose que 
le rayon CN (fig^ 92) croisse jusqu'a devenir egal k CD, le cylindre 

Fig. 92. 




et la roue du treuil se confondront, et Ton retombera sur la poidie 
fixe, dans li^uelle Tequilibre exige que la puissance et la resistance 
soient egales. 

104. Pressions sur les appuis, — ^ans Tetat d'equilibre, les 
points d*appui des tourillons sur les coussinets supportent des 
pressions qu'il importe de determiner. 

Deu.T points suffisent pour assurer la fixite de Taxe suppose in- 
flexible. C'est pourquoi, bien que chaque tourillon s'^f^puie effec- 
tivement sur soq coussinet, non par un point unique, mais par 
tous les points d'une petite arete de con^t le \Sti^ de laqiK|Ile ont 
lieu des pressions, la theorie ne pent donner que les pressions 
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r^sultanteSy que Ton regardera comnK supportees par deux 
points fixes pris k volonte sur ces aretes, par exemple au milieu 
de chacune d'eUes. Soient done F, F' les deux points fixes, qui 
sont censes supporter toute la charge provenant du poids de la 
machine et des forces qui lui sont appliquees; R,, R3 les resis- 
tances, de grandeur et de direction inconnues , que ces points op- 
posent, resistances egales et contraires aux pressions cherchees. 
Si Ton introduit ces deux nouvelles forces dans le systeme, on 
pourra supprimer les points fixes et considerer le treuil comme 
un corps parfaitement libre. Les six equations de Tequilibre (71) 
devront done subsister entre les forces primitives et les deux 
forces Ri, R,. , 

Choisissons le point F pour origine des trois axes rectangulaires, 
et la droite FF' pour I'axe ¥x. Soient X,, Y,, Z, les trois compo- 
santes de la force R, suivant ces axes ; Xj, Ta, Zj les composantes 
de R,. Les trois premieres equations d'equilibre seront 

X, •4-X3+2^ — ^' 
(1) \ Y.-l-Ya-H^Y^o, 

Z, H- Z., -4-y Z==o. 

La force Rt, passant par I'origine, ne donnera aucun moment 
par rapport aux axes. La force Rj, qui rencontre Taxe F^, ne 
donnera pas de moment par rapport a cet axe; mais ses moments 
par rapport aux axes F^, Fz seront — Zih et -4~ Y^A, en designant 
par k la longueur FF'. On aura done pour les trois equations des 
moments 



2^. 



o, 



(2) / Vm^-— Za^z^Ot 

2]m,+Y;^ = o. 

m 

La premiere) qui ne renferme pas les pressions inconnues, 
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etablit enti'e les forces ptoposees une relation necessaire pour I'e- 
quilibre. £n effet, elle n'est autre chose que Tequadon deja eta* 
blie (101). 

Des deux autres equations (2) on tire T3 et Z,, puis les deux 
dernieres* equations (i), dans lesquelles on substitue les valeurs 
de Y2 et Z2, fournissent Yt et Z|. 

Enfin la premiere des equations (i) donne la somme (Ki -f- Xj); 
mais les valeurs individuelles de ces resistances longitudinMes 
restent indetermindes. 

L'indetermination tient a ce que, I'axe FF' etant suppose in- 
flexible, rien n'emp^he de transporter de F ^ F', ou vi^ versa, 
une partie de la resistance totale estimee suivant cet axe. G'est done 
la somme Xt -f- X2 qui seule pent dtre determinee ; et sa valeur est 
egale et de signe contraire a la somme des forces proposees, esti- 
mees dans le sens de la longueur de Taxe fixe. 

Au contraire, les pressions normales a Taxe 



\/y;-4-z;, v^Yj + zi 



sent parfaitement determinees de grandeur et de direction. 

Lorsque les forces appliquees au treuil agissent toutes dans des 
plans perpendiculaires a Taxe fixe, on a 

et, par suite, 

X| 4- Xj = o. 

Dans ce cas I'axe n'eprouve plus de pression qui tende ^ I'entrainer 
dans le sens de sa longueur, ce qui etait evident a priori. 

lOS. Pressions dans le cas dt^le treuil nest solUcite que 
par deux forces. — Reprenons, to particulier, le cas ou 
le treuil n'est sollicit^ que par deux forces, une puissance 
et une resistance agissant dans des plans perpendiculaires 
aTaxe (auxquelles il faut joindre le poids de la machine) \ 
et determinons, sans le secours des si^ equations generales, 
les pressions supportees par les points d'appui. 

D'apres ce qui a Ae dit (102), ces pressions provien- 



1 42 thtUMUrS DE MicAHIQVE. 

nent : i** de la resultante (P'-+- Q) ics forces P' et Q, ap- 
pliquee au point H de I'axe (se reporter a l^Jlg- 91) •, 2® de 
la resultante des forces egales P et P^, dirigee suivant la 
bissectrice CO, et qu'on pent regarder comme appliquee 
au point C de I'axe^ 3® du poids w du treuil, que Ton con- 
siderera comme une force verticale appliquee au centre de 
gravite G. 

Or il resulte des triangles semblables INH, CEH, que le 
point H divise la longueur IC en deux segments proportion- 
nels a NH et HE, c'est-a-dire reciproquement proportion- 
nels aiA: forces Q et P'. Done ce point H est celui qu'on 
obtiendrait pour point d* application de la resultante des 
forces Q et P', si ces forces, au lieu d'etre appliquees en 
N et E, etaient transportees parallilement a elles-m&mes 
sur Taxe en I et G. D'ailleurs la resultante partielle appli- 
quee en C suivant CO pent 6tre redecomposee dans ses 
deux composantes P et P". Mais alors on a en C trois forces 
P', P'' et P, qui se reduisent a la seule force P, puisque P' et 
P^ sont egales et contraires. 

En definitive, I' axe supporto les m^mes pressions que si 
la puissance et la resistance s' etaient simplement trans^ 
portees, para lie lement a elles-memes, sur cette droite, sans 
sortir de leurs plans perpendiculaires h I'axe. 

Cela etabli, il ne restera plus qu'a decomposer les forces 
P, Q, TT, considerees comme appliquees aux points C, I, G, 
chacune en deux forces paralleles appliquees aux points 
fixes F et F'^ puis a prendre la resultante des trois forces 
qui soUiciteront le point P, et celle des trois forces qui 
soUiciteront F'. On aura ainsi les pressions individuelles de 
ces points d'appui. 

Terminons cette Le^on en passant en revue les princi- 
pales applications du treuil. 

106, JRoue a chei^illes. — Nous avons deji cite la roue 
a cbeviUes comme tres-employee par les carriers. 
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Quand rouvrier monte sur les chevilles [fig^ gS), le 
poids P de son corps est une force verticale constante, mais 

Fig. 93. 




/ ) 



dont le bras de levier IC varie avec la position de Touvrier. 
Supposons cette position telle que Tequilibre existe, c*est- 
a-dire 

Si Touvrier monte sur les eclielons dans le sens abc . . . , 
son bras de levier augmente, et Tequilibre est rompu. La 
roue entre done en mouvement dans le sens indique par 
les flecbes, c'est-a-dire en sens contraire du mouvement 
ascensionnel de Touvrier. Celui-ci est done ramene vers le 
point a^ et, s'il cesse de monter, la vitesse acquise par la 
roue le fait r^trograder au-nlessous de ce point. Mais alors, 
son bra^ de levier etant devenu moindre que IC, la resis- 
tance Q devient preponderante, et imprime a la roue un 
mouvement contraire qui ramene Touvrier vers la position 
d'equHibre. II y a done stabilite, condition essentielle de 
securite pour Touvrier. Mais on voit que cette condition 
n'est remplie qu'autant que la region abc. . . , sur laquelle 
il se meut, reste toujours au-dessous de Taxe. 

107. Manege, — La force de I'homme n'est pas la seule 



1 44 ^LtAlEllTS DE MiCAMIQtJE. 

qu'on emploie dans le treuil. On se sert aussi, comme mo- 

teur, du chdval, que Ton fait tirer en toumant dans un 

manege. Supposons, par example, qu'il s'agisse d'extraire 

de la terre d'un puits. Imaginons un arbre cylindrique ou 

prismatique, vertical, mobile sur son axe, et portant dans 

sa region superieure un lambour cylindrique, auquel sont 

attachees^eux cordes, qui font plusieurs^ours horizontaux 

sur sa surface. Ces cordes passent sur deux poulies fixes, 

dites poulies de rern^oi; puis elles descendent verticalement 

^t sont attachees par leurs extremites inferieures a deux 

caisses 6u paniers dont Tun doit monter plein, tandis que 

Tautre descend a vide. Enfin une pi6ce de bois horizontale, 

dont la longueur la plus convenable est de 12 a i4 metres, 

est fixee par son milieu a Tarbre, a une hauteur qui permet 

d'attacher un cheval a chaque extremite. Le mouvement 

de rotation de Tarbre fait enrouler la corde k laquelle est 

suspendu le panier plein, tandis que Tautre corde se de- 

roule. (Le lecteur suppleera aisement a la figure.) 

Soient P Teffort que doit exercer cbaque cheval pour que 

la machine reste en equilibre, R le bras de levier a Fextre- 

mite duquel il agit, Q et ^ les poids des paniers plein et 

vide, r le rayon du tambour. L'equation d equilibre sera 

evidemment 

2PR=(Q — ^)r. 

Si Ton suppose 

r=:iR et P = 45^5^ 
on aura 

Ainsi il suflSra que chaque cheval exerce une traction 
moyenne de 45 kilogrammes pour tenir en equilibre un 
poids de (54o + y) kilogrammes. 

Tel serait aussi, comme on le verra dans la troisieme 
Partie de cet Ouvrage, I'effort suffisant pour entretenir le 
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mous^ement uniforme de rotation de la macliine, si Ton 
pouvait negliger les resistances dites passives, c'est-a-dire 
ie frottemint des tourillon^ contre la surface interieure des 
coussinets et la roid^r des cordes. Mais on verra que Teffet 
de ces resistances, que Ton pent attenuer, n'est jamais tom- 
pl^tement n^gligeable. ^ 

108. Notions sur la Vitesse angulaire dans le mo/hvement 
uniforme de rotation autour d'un axe fixe. — Nous avons 
deja defini (99) le mouvement de rotation autour d'un axe 
fixe. Pour TiAtelligence de ce qui va suivre, il est a propos 
de dire quelques mots de la vitesse angulaire. 

Chaque point A du corps qui tourne decrit un cercle 
ABC [fig- 94) perpendiculaire a Taxe, et qui a son centre O 




sur cette droite. Comme le corps est suppose invariable de 
figure, les arcs AB, A'B\ decrits dans le mfeme temps par 
differents points, repondent a des angles au centre AOB, 
A'CyB', egaux entre eux. On a done 



AB 
AO 



A/£ 
A'O' 



Si Ton convient de prendre pour unite Tintervalle de 
temps considere , et que Ton designe par « la valeur com- 
mune de lies rapports, w sera Tare decrit dans Tunite de 
temps par un point situe a Funite de distance de I'axe •, et, 

YiEiLLB* -^ i>L de M, 



10 
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pour un point quelconque A situe a la distance. R, on aura 

Xe mouvement de rotation est dit uniforme quand les 
arcs^ecrits par un m&me point du corps, pendant des in- 
terval]£s de temps ^gaux, sont ^gaux, quelque petits que 
soient ces intervalles. L'arc w est ce qufen appelle la vitesse 
angulaire ou vitesse de rotation du corps. 

La vitesse angidaire s'exprime souvent, non par une lon^ 
gueur d'arc ci), mais par le nombre de degres, minutes et 
secondes que cet arc comprend. Par exemple, on dira que 
la Terre tourne avec une vitesse angulaire de i5 degres par 
heure, ou, si Ton prend la seconde pour unite de temps, 
avec une vitesse de 1 5 secondes par seconde de temps . La 
valeur correspondante de w est 

2ir.l5 7C 
w = -^ — 2 — ^- = 7:5 = 0,0000727 .... 

000.00.00 4^^^^ / * . 

Quand il s'agit d'un mouvement de rotation rapide, 
comme celui d'un grand nombre de machines, la vitesse 
angulaire se mesure par le nombre de tours effectu^s dans 
Tunite de temps. Ainsi on dira que la vitesse de Tarbre 
d'une roue est de 1 5 tours a la seconde ^ la valeur corres- 
pondante de w est 

W = 277 • l5. 

109. Roues dentees. — On a souvent besoin dans Pin- 
dustrie de transmettre le mouvement de rotation d'un arbre 
a un autre situe a petite distance du premier. Nous n'avons 
pas ici pour objet d'exposer les divers modes de transmission 
de mouvement. Nous nous bornerons a montrer comment 
les roues dentees permettent lion-seulement d'operer cette 
transmission, mais en m^me temps d'accroitre singuliere- 
ment TefTet statique de la force motrice. ^ 

Supposons deux arbres paralleles A, A' (/*g'>95), sur 
lesquels sont montees perpendiculairement deux roues C, 
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C, dont les circonf^rences se touchent en a^ et soDt assez 
fortement pressees Tune contre Tautre. Si la roue C vient 



Fig. 95. 




a tourner sur son axe, elle forcera par adherence la roue C' 
a tourner en sens contraire^ et-deux arcs egaux am, am', 
pris sur les deux circonferences a partir du point de con- 
tact, viendront evidemment s'appliquer exactement I'un 
sur r autre dans tons leurs points. Si la roue CJ a un rayon 
deux, trois, quatre fois plus petit que la roue C, elle fera 
deux, trois, quatre tours pendant que Tautre n'en fera 
qu'un; En general, les nombres de tours faits simultane- 
ment par les deux roues seront en raison inverse de leurs 
rayons. Si le mouvement de la roue conductrice C est imi- 
forme, il gardera son uniformite en se transmettant a la 
roue C^ Seulement la vitesse angulaire sera modifiee dans 
ie rapport inverse des rayons. 

Mais on comprend que cette transmission de mouvement 
par contact n'est asstu^ee qu'autant que la roue C n'oppose 
pas une trop grande resistance au mouvement. Autrement 
r adherence ne suffit plus, et Ton est expose a voir la roue 
conductrice tourner seule en glissant sur C^ 

Pour rendre, en quelque sorte, obligee la communica- 
tion du mouvement, on pratique a la circonference de 
chaque roue des saillies ou dents et des creux alternatifs, 
egalement espaces, et Ton fait en sorte que les dents de 
I'une s'engt^ent successivement dans les creux de Tautre 
(fig- 96) . De cette maniere, la roue C ne pent tourner sans 

10. 



i48 6l£me»ts de m£c.vkiqiie. 

entrainer la roue C, h moins toutefois que les dents ne se 

deforment ou ne se briscnt, ce que nous ne supposons pas. 

On donne a ce systeme le nom de roues dentets ou d'en- 

grenage. 




Dans \3ijig. 96, la grande roue est ^videe, tandis que 
I'autre, beaucoup plus petite, est pleine; celle-ci prend le 
nom dc pignon. Le rayon du pignon eat rarement iuferieur 
au cinquieme de celu! de la roue. 

L'espace occupe par uue dent et par le creux adjacent 
s'appelle le pas de I'engrcnage : eel espace est le milme 
sur le contour de chaque roue, en sorte que les nombrej 
dcs dents sont proportionnels aux circonferences (ou aus 
rayons) des deux roues. 

La condition essentielle a laquelle le trace d'uu engre- 
nage doit satisfaire, c'est que la transmission du mouve- 
ment d'une roue dentee a I'autre se fasse exactemont comme 
dans le cas des deux roues en contact de Xajig. gS, c'est- 
a-dire que les deux points «, actuellement en contact sur 
la lignc lies centres, parcourent sur les deux roues, dans un 
m6me lemps, des arcs o/n, am' qui soient ^gaux en lon- 
gueur. 

liO. Notions sur le trad des engrenages t^lindriques. — te* 
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donnees de la question soot : i^ la position des deux axes de rota- 
tion que Ton suppose paralleles et projetes en O et O' [fig- 97); 

r>6- 97- 




2® le rapport constant -7 qui doit exister entre les vitesses angu- 

laires de ces deux axes. 

Divisons la distance 00' en deux parties 0« = R, 0'a=:R', 

qui soient en raison inverse des vitesses «, «', c'est-k-dire telles 

que Ton ait 

R _ a/ 

puis des centres O, O', avec les rayons R, R', decrivons, dans un 
plan perpendiculaire aux axes, deux cercles que nous regarderons 
comme lies invariablement k leurs axes respectifs : on les appelle 
cercles primitifs. II est clair (109) que si Ton imprime au cercle Oa 
une Vitesse angulaire o*, et que le cercle O'a, entraine par le pre- 
mier, soit force de tourner sans glisser, celui-ci prendra la vitesse 
»' assignee par la question. 

' Afin d'assurer cette transmission de mouvexnent, munissons les 
deux cercles de dents a surfaces cylindriques, dont les generatrices 
soient paralleles aux axes de rotation : il nous suffira de considerer 
les projections ou profils de ces dents sur le plan de la figure. Le 
profil de Tune des dents, tel que la courbe hoc portee par le cercle O, 
pourra etre trace k volonte ; mais alors il s*agira de determiner le 
profil conjugu€y de sorte que la condition essentieUe, ^noncee k la 
fin du numero precedent, soit remplie. 

Supposons le probleme resolu, et soit b' ad\^ profil conjugue de 
^flc. Il est d'abord evident que les deux courbes doivent ^tre con- 
stamment taHgentes Tune 4 Fautre; car, si elles etaient s^antes, les 
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denx axesO et O^ ne poaTant s*ecait er, fl fimdnift que rone des daits 
penetrlt dans repaissenrde Faotre poor que la rotatioD fdt possible, 
ce qni est absorde. Remarqnons d'aiUenrs qae oes contacts successi£s 
des denx profils ne pretent pas i Fobjection que soolevait (109) le 
contact imiqae an point a des denx cerdes primitife ^fis- 9^) • 
ici Fane des rones ne sera |^us exposee a toomer seule en glissant 
snr Tantre, parce que les points de contact tds qne m ne restent 
pas i des distances invariables des denx centres O, CX, et que, par 
suite, le passage d'un point m an point de contact infiniment voi- 
»n iroplique la rotation simultanee des deux roues. 

Nous allons maintenant remplacer le mouvement de rotation des 
deux cercles primitifs par un autre mouvement plus commode pour 
les operations graphiqnes. Au lieu de faire toumer les deux cercles 
autour de leurs centres immobiles, imaginons que le cercle C reste 
fixe et qu*on fasse rouler sur loi le cercle O, entraunant son profil 
bac [fig. 98). Soient Oi une des positions que ya prendre le centre 

Fig. 98. 



O dans ce roulement, h le nouyeau point de contact des deux 
cercles. Si Ton prend Tare hux egal en longueur a Tare Aa, la 
courbe bac sera transportee en 6ia|C, dans la m^me position par 
rapport au rayon Oi^i que celle qu'avait btzc par rapport au 
rayon Oa, Quanta la courbe conjuguee b'ac\ die n'a pas change 
de position. 

Je dis que, dans ces conditions nouvelles, les deux profils se 
toucheront encore et auront les memes positions relatiyes que si les 
deux cercles primitifs avaient toume simultan^ment aiAour de leurs 
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centres fixes. En effet, si Ton ramenait la ligne des centres O'Oi k 
Thorizontale CO, en faisant tourner autour du centre 0' le sys- 
t^me rendu invariable des deux cercles 0',0i, les courbes ^t^i^r, , 
b'ac\ emport^es dans ce mouvement, remonteraient aux positions 
indiquees dans lsij!g> 99, ou les arcs ka, ha^ n'ont pas cesse d'etre 

Fig- 99- 




egaux en grandeur absolue. Ges positions sont done celles qu'au- 
rait prises le syst^me de h^fig. 97, si la rotation simultanee des 
deux cercles primitifs avait eu lieu. 

Cela etant etabli, soit m la position qu'occupe [fig- 98) le point 
de contact des deux profils, lorsque le cercle 0, en roulant sur le 
cercle immobile 0', est venu toucher celui-ci au point /i. Si le 
cercle O continue k rouler, tous ses points, et par consequent ceux 
de la courbe h^mcyy qui fait corps avec lui, tendront dans le pre- 
mier instant k tourner du point h, Ainsi Ton pent dire que le point 
m se meut, dans le premier instant, suivant I'element du cercle qui 
serait decrit de h comme centre avec hm pour rayon ; mais, puisque 
les deux profils sont toujours tangents , cet element de cercle est 
commun a la courbe b'mc' et, par suite, le rayon hm est la normale 
commune au point m. On voit done que, dans chacune des posi^ 
tions du systeme de deux cercles dont un roule sur I 'autre suppose 
fixe, la normale commune aux deux profils passe par le point de 
contact des deux cercles. 

Si done, on savait mener cette normale km aux diverses positions 
du profil bac^ on aurait autant de points m qu'on voudrait du 
profil conjugue. Voici un moyen de suppleer a la construction geo- 
metrique des normales, qui donne une approximation sufBsante 
dans la pratique : on prend par tdtonnement une ouverture de 
compas telle, qu'un tres-petit arc decrit du point h comme centre, 
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avec cette ouverture, coincide sensiblement avec le profil donne; 
cet arc passe par le point cherch^ m. En repetant cette construction 
pour des positions tr^s-voisines du cercle roulant, on obtiendrait 
une suite d'arcs qu'il suffirait de raccorder par un trait continu pour 
avoir le profircherche. Mais ce trace peat se simplifier encore, 
comme I'a indique Poncelet : 

Soient O une position quelconque du cercle primitif qui toucbe 
en a le cercle fixe, et hmc la position donnee du profil 'qui fait 
corps avec le cercle [fig* loo). Divisons la circonference O en 



lui certain nombre de parties egales aux points a^ i, 2, 3, 4i - • •; 
reportons Tare a\ en a 1' sur le cercle O' (ce qui se fait en subdi- 
visant Tare ai en parties egales, au moyen d'une tres-petite ou- 
verture de compas, qu'on reporte le meme nombre de fois sur le 
cercle C); puis, a I'aide de la corde a\\ marquonsles points egale- 
ment espace's 2', 3', 4'» • • • • I^^s points i , 2, 3, 4i • • • comme 
centres, prenons des ouvertures de compas telles, que les arcs cor- 
respondants soient tangents a la courbe hmc\ et, des points i', 2', 
3', 4'»"- comme centres, avec les memes rayons respectifs, decri- 
vons de petits arcs : la courbe qui les raccordera tous sera le profil 
1/ mc' de la dent que doit porter le cercle 0'. 

Remarques, — I. De part et d'autre du point ou le profil donne 
hmc coupe le cercle primitif 0, on voit que les arcs se renversent, 
en sorte que la partie du profil V md qui correspond aux points 
interieurs du cercle primitif est exterieure au cercle O' et vice 
versa, 

n. On ViQvam^flanc d'une dent la partie situee ^ I'interieur du 
cercle primitif qui la porle, et face la partie exterieure. Si Ton 
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prend pour flanc de la dent portee par la roue O le rayon m^me 
du cercle primitif Oa, il est facile de voir qu'on trouyera pour face 
de la dent conjuguee un arc d'epicyclolde, qu'engendrerait le 
point a du cerCle decrit sur ce rayon com me diametre et roulant 
sur la circonference fixe. Ce mode d'engrenage est tr^s-usite : on 
I'appelle engrenage a /lanes rectilignes. 

III. Des considerations g^ometriques qui precedent, il semble 
resulter qvHune seule dent, a profil indefiniment prolong^ , fixe au 
cercle primitif O, et la derit conjuguee fixee au cercle 0', suffiraient 
pour mener tout le mouvement. II n'en est pas ainsi dans la pra- 
tique, car il y aurait des enchevetrements qui ne tarderaienl pas 
^ rendre la rotation impossible. C'est pourquoi on ne se sert que 
de portions trds-limitees de chaque profil. On est done conduit a 
armer les deux cercles d'une suite de dents conjuguees, de sorte 
qu'au moment ou le contact cesse d'avoir lieu sur une paire de 
dents une autre paire au moins se trouve en prise. 

IV. Dans la piupart des machines, les 'roues dent^s sont des- 
tinees a toumer dans les deux sens, en sorte que chaque roue est 
alternativement menante et menie^ On termine, & cet effet, chaque 
dent par deux surfaces dont les profils sont sym^triques par rapport 
au rayon passant par la moitie de I'cpaisseur. 

Nous ne pouYons entrer ici dans aucun detail sur I'cpaisseur 4 
donner aux dents, sur leur longueur, sur le jeu qu'il faut laisser 
entre elles, sur le nombre des paires de dents qu'il y a lieu de 
mettre simultanement en prise. Le lecteur trouvera ces renseigne- 
ments dans les trait^ spCciaux. 

4H . Condition d'equilibre d'un systeme de roues den^ 
tees, — Consid^rons le systeme forme par le pignon C et 
la roue dentee G^, auquel sont appliqu^cs deux forces : une 
puissance P agissant par le moyen d'une manivelle D fixee 
a TaxeA du pignon, et une resistance Q qui est un poids 
suspendu au cylindre A^de la roue {fig* loi). D^signons 
par r et r' les rayons du pignon C et du cylindre h!\ par R 
et R' les rayons de la manivelle et de la roue C. 

Dans r^tat d'equilibre, la dent du pignon C exerce, sur 
le point dc la dent de la roue C^ ou a lieu Ic contact, une 
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certaine pression F, qui joue le r61e de puissance par rap- 
port au treuii A^C : elle est dirig^e suivant la tangente 

Fig. 10 1. 




commjine aux dei^x circonferences de rayons /• et R'. Mais 
la roue C reagit sur le pignon C avec une force* egale et 
contraire, qui joue le r6l^ de rc^sistance par rapport au 
treuii AC. Or il est evident que chaque roue doit ^tre sepa- 
rement en equilibre, tant en vertu de la force qui lui est im- 
mediatement appliqu^e qu'en vertu de la pression ou reac- 
tion qu'elle eprouve de la part de T autre. On a done (102) 

PR = F;^ et Qr'z=FR'; 

et, divisant membre a membre pour eliminer Tauxiliaire F, 
il vient * 

P _ rr' 

Q"" RR'' 

Ainsi la puissance est a la resistance comme le produit 
des rayons du pignon et du cylindre est au produit des 
rayons de la maniuelle et de la roue. 

On doit entendre par rayons, dans le cas des roues den- 
tees, les rayons des cercles primitifs (109, HO) . Dans la pra- 
tique, on remplace le rapport des rayons du pignon et de 
la roue dent^e par celui des nombres de dents que portent 
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ces deux roues. U est en effet plus aise de compter les dents 
que de mesurer les rayons des cercles primitifs. 

Supposons, par exemple, que la roue dentee ait dix fois 
plus de dents que le pignon, et que le rayon de la mani-. 
yelle soit cinq fois plus grand que celui du cylindre \ on 
aura 

Ainsi un poids de 5oo kilogrammes n*exigera, pour 6tre 
tenu en equilibre, qu'un effort de i o kilogrammes appliqu^ ' 
a la manivelle. 

U est clair que la relation precedente n'est pas limitee au 
cas de deux treuils reagissant Tun sur T autre. Par exemple, 
au lieu d*appliquer immediatement la resistance (^ au cy- 
lindre A', si Ton imagine que ce cylindre soit remplace par 
un pignon dente dont les dents engr^nent avec ceHes de la 
roue d'un troisi^me treuil, et que le poids Q soit Su^p^d^ 
au cylindre de ce dernier, on trouvera que la puissance est 
a la resistance comme le produit des rayons des pignons 
et du cylindre est au produit des rayons de la maniuelle 
et des deux roues, etc. 

112. Cric. — Le lecteur pent encore s'exercer a appli- 
quer la llieorie des roues dentees a Tequilibr^ du eric re- 

presente par la fig. 102. Le eric, reduit k 
ses elements essentiels, se compose d'une 
barre rectiligne, dentee d'un c6te AB, dite 
cremaillere, qui engrene avec un pignon C, 
muni d'une manivelle D. On emploie cette 
machine a soulever d'une petite quantite 
des corps dont le poids est tres-conside- 
rable, tels qu une voiture chargee. A cet 
effet, on engage au-dessous du corps a sou- 
leyer, soit la t6te de la cremaillere, soit une piice laterale 




1 56 l^LtMENTS DE MECANIQUE. 

inferieure qui fait corps avec elle. Puis on fait tourner la 
manivelle, qui force la cremaillere a monter. 

Pour accroitre Teffet du eric, on fait souvent agir le 
pignon C, non direct6ment sur la cremaillere, mais sur 
une roue dentee qui engrine avec lui ^ et sur Taxe de cette 
roue on monte un second pignon qui engrene avec la cre- 
maillere. U est aise de voir que, dans Tetat d'equilibre, la 
puissance est a la resistance comme le produit des rajons 
des pignons est au produit du rayon de la roue par celui 
de la manii^elle. 

Remarque, — Un appareil particulier, nomme encliquc- 
tage, est destine a faire que Touvrier puisse a volonte sus- 
pendre Teffort qu*il exerce sur la manivelle du eric, sans 
craindre que le corps souleve ne retombe.' 

L'enAiquetage consiste en un doigt ou petit levier curvi- 
ligne tres-mobile, dont le point fixe est sur le corps du 
eric, et ^i pent s'engager entre les dents d*une roue exte- 
^eute Yaisant corps avec la manivelle. Quand le doigt est 
dans cette position, il presente sa concavite aux dents, et 
ne s'oppose pas a ce que la roue tourne dans le sens ordi- 
naire, de gauche a droite. En effet chaque dent vient passer 
a frottement doux sous le doigt qu'elle souleve, puis celui-ci 
retombe en vertu de son poids dans le creux qui separe cette 
dent de la suivante. Mais le doigt s'oppose a ce que la roue 
tourne en sens contraire, parce qu'alors il s*arc-boute 
contre la dent. II est cependant necessaire que la rotation 
de droite a gauche redevienne possible, quand on veut faire 
rentrer la cremaillere dans le corps du eric. Pour cela il 
suffit de retourner le doigt autour du point fixe, de maniere 
a Tadosser aux dents. 

113. Treuil differentieL — L'arbre de ce treuil se com- 
pose de deux cylindres de m^me axe, mais de rajons difle- 
rents : une corde qui embrasse la gorge d'une poulie mo- 
bile s'enroule sur le gros cylindre, tandis qu'elle se derotde 
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sur le petit (Jig. io3). Le poids Q que Ton veut elever est 
suspendu a la chape de la poulie, et la puissance P est ap- 
pliquee aune ou deux manivelles que portent les extremit^s 

Fig. io3. 




de Tarbre. D'apres la theorie de la poulie mobile, fes deux 
brins verticaux de la corde exercent siir les cylindres, dans 
I'etat d'equilibre, des efforts egaux a la moitie du^oids Q : 
etces efforts tendent a faire tourner Tarbre en sen$ con- 
traires. Done, si Ton designe par R et r les rayons des cy- 
lindres, et par p le rayon de la manivelle supposee simple, 
on aura Tequation 



Py.= :^(R-r); 



d'ou 



P 
Q 



R 



up 



Ainsi la puissance est a la resistance comme la difference 
des rayons des cylindres est au double du rayon de la ma* 
nivelle. Plus la difference des rayons des cylindres sera 
petite, toutes choses ^gales d'ailleurs, plus la puissance 
aura d'avantage. Or cette difference pent 6tre diminuee a 
volonte, tout en maintenant a Tarbre une epaisseur suffi- 
s#nte pour- assurer la solidite de la machine. C'est en cela 
que le treuil differentiel a de Tavantage sur le treuil ordi* 
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naire. 1)3115 celui-ci, on ne pouvalt tenir en ^quilibre une 
tr^s-grande resistance, a I'aide d'une petite puissance, qu'^ 
la condition ou de reduire le cylindre i un trop faihie dia- 
m^re, ou d'accroitre demesurement la longueur du bras de 
levier dc la puissance. 

H4. Chevre. — Grue. — La chivre, dans sa construc- 
tion la plus simple, est representee^^. io4> £lle offre une 




. combinaison du treuil et de la poulie, tr^s-employ^ dans 
les ateliers de construction. Deux montants en bois AB, 
d'^gale longueur, reunis I'un a I'autre par des traverses, 
prennent leur appui sur le sol en AA, et sont maintenus 
dans une position plus ou moins inclinee par des haubans 
qu'on atlacbe a des points fixes voisins. Ces montants sup- 
portent une poulie fixe D et un treuil T. Le corps pesant Q 
que Ton veut clever est suspendu a I'extremite d'une corde 
verticale qui vient passer sur la poulie, redescend et fait 
plusieurs tours sur le cylindre du treuil a la surface du- 
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quel elleest finalement attachee. U est clair que la reTation 
entre la puissance et la resistance, dans cette machine en 
equilibre, ne difiere pas de celle qui a ^te ^tablie pour le 
treuil ordinaire ( 102), car la corde qui passe sur la poulie D 
a, dans toute sa longueur, une tension precis^ment egale 
au poids Q. Mais on accroitra Tefiet de la puissance en 
faisant agir la manivelle sur le treuil par rinterm^aire 
d'un systeme de roues dentees analogue a celui de l^fig- 1 o i . 
On pourra encore faire intervenir la poulie mobile en 
suspendant le fardeau, non plus directement a la corde, 
mais a la chape d'une poulie sous la gorge de laquelle on 
fera passer la corde qui remontera pour s'attacher k un 
point fixe. 

TJne autre machine, qui presente egalement une combi- 
naison de treuils et de poulies, propre k Televation des far- 
deaux, est la grue. Ce qui la distingue surtout de la chevre, 
c'est qu'apres avoir eleve le poids a une hauteur cotwe- 
nable, elle permet de lui imprimer un mouvement horizontal 
de rotation, avantage precieux quand il s'agit, par exemple, 
de charger ou de decharger un navire. A cet efTet, tout le 
systeme des montant^ui portent treuils et poulies, au lieu 
de reposer directement sur le sol, est etabli sur une piece 
verticale en fonte, de forme cylindrique, qui penetre dans 
un massif en mafonnerie et conserve la liberte de tourner 
sur elle-m6me. 

Les constructeiu's en maconnerie se servent encore, pour 
elever leurs materiaux, d'une espece de chevre, dont le 
montant est un mat en forme de T, maintenu verticalement 
par des haubans (le lecteur suppleera aisement a la figure). 

Une corde enroulee sur le cylindre d'un. treuil a engre- 
nages, solidement fixe au sol, s'eleve verticalement, passe 
sur les deux poulies de renvoi que supporte la traverse su- 
perieure du mat, redescend pour embrasser une poulie 
mobile E a la chape de laquelle est suspendu le fardeau a 
elever, enfin remonte pour s'attacher a la traverse. ^La ma- 
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niyelte du treuil est double, afin que deux ouvriers puissent 
agir ensemble aun deux extr^mites de I'axe. 
Supposons ^u'il J ait equilibre, et soient 

"* P Teffort exerc^ par chaque ouvrier employe k ]a mani- 

velle-, 
Q le poids du fardeau \ 
T^a tension de la corde, qui est la m^me dans toute sa 

longueur •, 
F la pression exercee par la dent du pignon qui engrene 

avec la roue ; 
r, /' Ics rayons du pignon et du cylindre du treuil 5 
R, R' les rayons de la manivelle et de la roue. 

L'equilibre de chaque partie du systeme donne les equa- 
tions 

2PR = F/-, 

2T=.Q; 
d'oii, en multipliant membre a membre, 



P = Q 



r/ 



4Ra' 



Si la iL*oue a dix fois plus de dents que le pignon, #t que le 
rayon de la manivelle soit cinq fois celui du cylindre, un 
effort de I o kilogrammes exerc^ par cbaqi&0 ouvrier suffira 
pour tenir en equilibre un poids de 2000 kilogrammes. 
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QUATORZlfiME LEgON. 

Pbocbamhs. — Plan incline. -^ ^quilibre d'un c6rps plac6 tor nn plan 

incline. 

115. Corps s'appujant centre un plan inebranlable 
par un seul point* — Considerons un corps solllcite par 
diverses forces P, P', V^ en ^quilibre, et s'appuyant par un 
seul point A contre \tn plan inebranlable MN, le long du- 
quel il a la liberty de glisser en tons sens {fig* i o5 ). Le plan 

Fig, io5. 




oppose, au point A du corps, une resistance de direction 
contraire an mouvement que prendrait ce point si le plan 
cessait toxA a coup d'exister. Nous ne connaissons a priori 
ni la grandeur ni la direction de cette resistance : designons- 
la par R, et conceitons qu'on Tapplique au point A. Comme 
^e repr^sente Teffet du plan, on pourra supprimer celui- 
ci et regarder le corps comme entierement libre. Done 
toutes les forces primitives devront avoir une r^sultante 
egale et contraire a R. Ce raisonnement ne difKre pas de 
celui que nous avions deja fait dans le levier. 

Ainsiil est etabli que, pour qu'un corps s'appuyant contre 
un plan inebranlable par un seul point soit en equilibre, 
toutes les forces appliqu^es dois^ent avoir une resultante 
unique passant par ce point, mais cette condition ne suffit 

ViBiLLB. — iL deiM, It 
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pas. II s'agit maintenaiit de savoir quelle devra etre la ^- 
rection de celte resultante. 

Si elle est normale au plan, Tequilibre aura evidemmeDt 
lieu; car, toutes les directions suivant lesquelles le point A 
peut se moavoir dans le plan faisant un m&me angle droit 
avec la direction de la resultante, il n'y a pas de raison 
pour que le mouvement naisse d'un c6te plut6t que d*un 
autre. Cette resultante normale, d^truite par la resistance 
du plan, exprimera la pression exercee par les forces sur le 
plan. 

Au contraire, si la resultante est oblique au plan, on 
pourra la decomposer en deux forces, Tune normale, Tautre 
situee dans le plan. La premiere sera detruite, comme on 
vient de le voir; mais la seconde aura pour effet de faire 
glisser le corps sur le plan, a moins que la surface de celui- 
ci n'opp^se au glissement une resistance suffisante. 
?Sj*experience montre que cette resistance au glissement 
existe en effet, et qu'elle ne peut jamais etre completement 
supprimee. On la nomme/brce de frottenient : il convient 
de donner des main tenant quelques explications a cet egard. 

116, Premieres notions sur lefrottement. — Toutes les 
fois que deux corps solides en contact sont presses plus on 
moins fortement Tun contre Tautre, et que, Tund'eux etant 
maintenu fixe, on clierche a faire glisser Tautre au moyen 
d'une force appliquee dans le plan taHgent commun, le 
mouvement ne commence qu'autant que cette force depasse 
une certaine limite. 11 y a done une resistance tangentielle, 
unjrotlement a vaincre. Cette resistance est surtout due 
aux saillies et cavites que les surfaces des corps, m^me les 
mieux polis, presentent toujours, et qui engrenent en 
quelque sorte les luies dans les autres ', il y a de plus, dans 
la region du contact, un refoulement des molecules, d'ou 
iresulte une sorte de bourrelet imperceptible a la vue, sur 
lequel le mobile doit s elever en glissant. Mais on observe 
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que la resistance au gliasement est d'aatant plus faible que 
les surfaces en omtact sont mienx polies et moins snscep* 
tibles de se def<viner. On pent d<Hic conceyoir des corps 
solides doues d'un poll par fait, pour lesquels le £rottenient 
n'existerait plus. C'est dans cette hypothise que nous allons 
d'abord raisonner. Tontefois il ne fandra pas perdre de vue 
que ce cas id^al n'est jamais completement realise dans la 
nature. 

117. Condition d'equilibre dans le ecu d'un poli par- 
fait. — Reyenons a Tequilibre d'un corps appuye contre un 
plan par un seul point. Dans llijpothese d'un poli parfait, 
le plan ne pourra detruire qu'une force qui lui soit normale ; 
par consequent, la condition necessaire et suffisante d'equi- 
libre sera que toutes les forces appliquees au corps aient 
one resullante unique, normale au plan et passant par le 
point de contact. 

Telle sera aussi la condition generate d'equilibre d*uii 
levier qui ne fait que poser sur Tappui fixe. On pcut eu 
effet remplacer la surface de contact par le plan tangent au 
point d'appni, et le raisonnement precedent subsiste sans 
modification. 

H8- jEquilibre d'un corps qui s^appuie par plusieurs 
points contre un plan inebranlable. — fji cbacun des 

Fig. fo6. 




poinu d'appui A, B, C, D, E (fig. io6}, le plan oppose une 



II. 
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resistance qui est dirigee suivant la normale. En efiet, pour 
rentrer dans le cas precedent, il suffit de concevoir que le 
plan ne subsiste plus que dans ia region du point A, et qu'il 
soit enleve dans tous les autres points B, C, D, E, pour ^tre 
remplace par des forces egales aux resistances, de grandeur 
et de direction inconnues,que le plan opposait en ces points. 
D'apres ce qui precede, le syst^me de toutes les forces qui 
agissent sur le corps (y compris ces dernieres) aura une re- 
sultante unique passant par le point A et normale au plan. 
Or cette resultante est egale et contraire a la resistance qui 
a lieu en A : done ccUe-ci est normale. Ce que nous venous 
de dire du point A s'applique a chacun des autres points 
d'appui. 

Maintenant, toutes ces resistances parall^les et de meme 
sens se composeront en une seule force R, dont la direc- 
tion tombera necessairement dans Vinterieur du poljgonc 
cony^exe ABCD, que Ton pent toujours former avec les 
points d'appui (sauf a laisser a Vinterieur du polygone un 
ou plusieurs points d'appui, tels que E, qui donneraient 
lieu a des angles rentrants ) . Or le corps est dans les m^mes 
conditions statiques que s'il etait libre et soumis a Taction 
combinee de la force Ret des forces appliqueesP, P', P", .... 
Done, iorsquun corps solide s*appuie contre un plan ine^ 
branlable par plusieurs points, il faut et il sujfit, pour 
Vequilibre, que les forces appliquees aient une resultante 
unique, normals au plan, et dont la direction passe dans 
Vinterieur du polygone cons^exe forme par les points 
d'appui, 

H9. Corps pesant qui repose sur un plan horizonthl, 
— Si le corps n'est soumis qu'a Faction de la pesanteur, il 
faudra, pour Tequilibre, que la verticale abaissee de son 
centre de gravite rencontre le plan dans Tinterieur O de la 
figure convexe formee par les points d'appui [fig- 107). Ces 
points peuvent d'ailleurs ^tre en nombre infini, auquei cas 
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le corps touche le plaa dans toute Tetendue d'une face 
plane AmB. 



Fig. 107. 



Fig. 108. 





Mais quand le point O, ou la verticale du centre de gra- 
vite perce la face d'appui, tombera en dehors de cette face, 
comme dans Isl fig- 108, Tequilibre ne pourra exister. Le 
corps fera la bascule, en tournant autour du cote AB le 
plus voisin du point O, lequel fera fonction d'axe de ro- 
tation. 

Dans ce cas, pour retenir le corps en equilibre, on pourrait lui 
appUquer une certaine force Q telle, que son moment Q^ par rap- 
port a I'axe AB fiit egal et de signe contraire au moment P. 01 du 
poids du corps. 

Le meme produit P X 01 mesurerait, dans le casdelayS^, 109, 

le moment qu'une force etrangere devrait produire pour renverser 

• 
Fig. i«9. 




le corps autour du cdte AB. Ce produit varie evidemment avec 
i'ar^te que Ton suppose faire fonction d'axe de rotation. Pris dans 
sa valeur minimum, on I'appelie moment de stabilite du corps. 
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420. EquiUbre d'un corps pesant qui sappme sur un 
plan incline. — Considerons un corps pesant, de figure quel- 
conque, qui s'appuie par une de ses faces sur un plan ABC, 
incline a Thorizon {fig> no). II est d'abord evident que, 

"* Fig. no. 



si ce corps est abandonne a Taction de la pesanteur, il ue 
restera pas en equilibre; car son poids P est une force ver- 
ticale, qui ne satisfait pas a la condition d'etre normale au 
plan d'appui. On peut decomposer cette force en deux : 
Tune normale au plan, qui est detruite par sa resistance^ 
Tautre parallele au plan, qui aura tout son effet pour faire 
glisser le corps (abstraction faite du frottement). 

Soit I i'inclinaison du plan ABC sur I'horizon : le corps 
glissera en vertu de la composante P sini. On a donne a 
cette composante le nom de pesanteur relative, EUe peut 
etre reduite a volonte en diminuant Tangle i. L'autre com- 
posanle P cosi mesure la pression normale supportee par 
le plan. 

121. Influence du J rottement. — Moyen de le mesurer a r in- 
stant ou, le mouvement commence, — Si le glissement d*ua corps 
pesant, pose sur un plan incline, n'a pas toujours lieu, c'est que 
le frottement n'est jamais completement n^gligeable. II en resulte 
une force qui peut dans certains cas retenir le corps sur le plan. 

Supposons que le plan ABC soit mobile autour de AB comme 
chami^re, en sorte qu'on puisse lui donner graduellement toutes 
les inclinaisons sur Thorizon* 
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L'expeiieace mpntre d'abord que, quand rinclinaison / est tr^- 
voisine de zero, le corps ne gUsse pus : c'est que la force de frot- 
tement Temporte aiors sur la composante P sin i. Puis, si I'incli- 
naison va croissant, il arrive un instant oii le glissement commence. 
Designons par \ cet angle limite. Le frottement est alors exactement 
egal a la composante P sinX. Si done on designe par / le rapport 
du frottement k la pression P cosX, on aura 

/Pcos> = PsinX, 

d'ou , 

/=: tangX. 

Cet angle \ a Te9u le nom di angle de frottement. II depend de 
la nature et du poli des surfaces en contact. Si Fobservation per- 
mettait de le mesurer exactement, on. en conclurait le coefficient f 
et la force de frottement serait determinee. Mais on prevoit que 1^ 
secousses inevitables qu'eprouve le .plan incline quand on I'eleve 
ou quand on Fabaisse, et qui se c6mm.uniquent au mobile, doivent 
solliciter celui-*ci 4 glisser un peu trop t6t. Les valeurs du coeffi- 
cient / seront done trop £aibles. Ces expeHences ont d'abord efee 
faites par Parent; mais c*est au physicien Amontons (1699) que 
I'on doit les premieres notions exactes qu*on ait cues sur le frot- 
tement. II a reconnu, sinon completement etabli, deux lois import- 
tantes : 

I® La force de frottement est independante de Fetendue des 
surfaces en contact. 

2^ Cette force est proportionnelle k la pression que supporte la 
surface frottante. 

Sans entrer dans le detail des procedes d*Amontons, nous nous 
bornerons k indiquer comment noJ:re plan a inclinaison variable 
permettrait de constater ces deux lois. Supposons que le corps 
pesant soit un poljcdre a faces d'^tendue inegale, mais d'un egal 
degre de poli, et qu'on les prenne lour a tour pour faces de contact. 
Si la premiere loi est vraie, le corps devra toujours commencer k 
glisser sous le m^me angle \, 

Puis, si Fon vient h surcharger le corps de divers poids (sans 
aller jusqu*4 la deformation des surfaces), Kangle X demeurera 
egalement iuTariable, ce qui mettra en evidence la deuxieme loi. 
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122. Equilibre d'un corps presse contre un plan pw une force 
oblique, en ay ant ^gard aufrottement, — Un corps presse coBtre 
un plan par une force P, oblique h. ce plan, pourrar neanmoifis 
resteren equilibce, tant que Tc^liquite ne sera pas trop grande. En 
effet, soient A le point ou cette force rencontre la face de contact ^ 
[Jig. 1 1 1 ) et Tangle qu*elle fait avec la normale ; cette force se de- 




^^v^vw^ v wi\^^^^^^>\v\\^^^^ ^ 



compose en deux, Tune P co»0 qui est la pression normale detruite 
par la resistance du plan, Tautre PsinO qui tend a en trainer le 
corps le long du plan. Mais celle-ci est combattue par la force de 
frottement dont Texpression est ^P cos 9, /designant le coefficient 
du frottement relatif aux surfaces en contact. Pour que le glisse- 
ment n'ait pas lieu, il faut et il suffit que Ton ait 

/P cos ^ P sin 0, d'oa tang 6 ^/, 
ou, vu que/= tang>, 

Ainsi, pourvu que Tangle 0, que fait la force avec la normale, ne 
depasse pas Tangle de frottement, Tequilibre subsistera. 

Nous completerons, dans la Dynamique, Texposition des lois 
experimentales du frottement. 

123. Relations entre le poids d'un corps qui s'appuie 
contre un plan incline et la puissance qui le maintient en 
equilibre, — Revenons au cas d'un poli parfait, et suppo- 
sons qu'une puissance Q soit appliquee au corps pesant de 
la^g". 1 10, pour le maintenir en equilibre. 

Les deux forces P et Q devront avoir (118) une resul- 
tante normale ai^ plan et qui passe dans Tint^rieur du po- 
lygone de contact. La force Q devra done etre dans un 
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QL^me plan avec la verticale qui passe par le centre de gra- 
vity du corps (69) ^ de plus, ce plan QGP renfermera la 
normale ON. II sera done a la fois perpendiculaire au plan 
horizontal ABM et au plan incline ABC, et, par suite, il 
les coupera suiyant deux droites DH, DE, qui feront un 
angle ^gal k Tinclinaison i du plan ABC sur Thorizoift. 
La fl^re poium desonnais £tre rednite k eette coupe ver- 
ticale {fig' 1 1 a). 

Fig. uj. 




Cherchons maintenant la relation qui doit exister entrc 
la puissance Q et le poids P pour qu'il y ait equilibre. Dc- 
composons ces forces, a leur point de concours O, chacune 
en deux autres dirigees suivant la normale NN' et la paral- 
lile XX' au point incline. Puisque la resultante doit 6tre 
normale a ce plan^ iliiELUcIra que les composantes suivant XX 
se detruisent, tandis que les composantes suivant ]NN' s a- 
jouteront alg^briquement pour donner la pression nor-- 
male. Soit fl Tangle de la puissance Q avec OX. L'^quation 
d'equiiibre sera 



(0 



Psin/=:Qcosd, 



et la pression normale sera 

N r= P cos/ — Q sind. 

Avant d'aller plus loin, il faut remarquer que la figure 
suppose que la puissance Q tire au-dessus de OX. Si elle 
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agissait au^dessous, dans la direction sym^iqae OQ', et 
que Ton continuat d'appeler fl Tangle Q'OX, Pequation (i) 
ne serait pas changee^ mais la pression normale serait 
exprim^e par (P cosi ■+■ Q sin 9), ce qui reviendrait a chan- 
ger, dans I'expression precedente de N, 6 en — fl. D'ail- 
leurs ce changement ne modifie en rien I'equation (i). 
Done, pour comprendre dans les m6mes fofnmles la s6hition 
complete de la question qui nous occupe^ il suffira de re> 
garder Tangle 9 comme positif au-dessus de OX, et comme 
negatif au-cfessous. 

Si la puissance Q est donnee en grandeur seulement, 
Tequation (i) fera connaitre Tangle fl sous lequel cette force 

doit agir. A la valeur 

P sin / 
cos9 = -^ 

repondront deux angles + a, — a, egalement admissibles ^ 
en sorte que la meme puissance pourra tenir le corps en 
equilibre, en agissant sous deux directions sjmStriques 
par rapport a la parallele au plan incline. 

Toutefois, comme un cosinus ne pent depasser Tunite, il 
faudra que Ton ait 

(2) Q>Psin/ 

(le sigue ^ n'excluant pas Tegalite)»^ c'est-a-dire que la 
puissance devra etre superieure ou au moins egale a la pe^ 
santeur relalis^e le long du plan, chose evidente a priori. 
De plus, le corps devant 6tre constammtot appuye contre 
le plan, la pression normale N devra 6tre positive, en sorie 
que Ton aura 

(3) Poos/— Qsin0>>o, 

Cette condition est satisfaite d'elle-m^me quand la puis- 
sance agit au'dessous de Oa: dans la direction OQ', puisque 
le premier membre de Tinegalit^ (5) devient alors une 
somme arithmetique. Mais il n'en est pas de meme pour 
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la direction sym^trique OQ. Si Ton rapprocbe Tequa- 

iion (i) de Tinegalite (3), et qu'on elimine entre elles le 

P . . 
rapport ~» il vient 

cos(/ -t-0)>»o, 
d'ou 

I -+- <; - ou <r — /. 

2 2 

Or Tangle ( i\ n'est autre que ZOX (OZ ^tant le pro* 

longement de la verticale GP). Ainsi, quand la puissance 

agit au-dessus du plan incline, sa direction ne peut s'e- 

carter de la parallele OX au dela de la verticale OZ» A cette 

limite, ona * . • ♦ 

cosO == sin/, 

et, par suite, 

le corps ne fait que toucher le plan incline, sans le presser. 
Cette valeur de Q est la plus grande que puisse avoir la 
puissance, en tant qu'on demande qu'elle agisse indifle- 
remment sous deux directions OQ, OQ'. 
$i Ton suppose 

Q>P, 

ia puissance ne pourra tenir le corps en equilibre sur le 
plan qu'autant qu'elle sera dirigee au-dessous de la paral- 
lele OX; car, dans Tautre direction, elle souliverait le corps 
au-dessus du plan. 

La valeur P n'est done pour la puissance Q qu'un maxi- 
mmm relatif : il n'y a pas de maximum absolu, A mesure 
que Tangle 9 croit en s'approchant de 90 degres, la valeur 
de Q qui convient a Tequilibre, 

P sin / 

^~~ cosO ' 

va en croissant jusqu^a Tinfini. Ce resultat se confoit bien 
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du moment qa'on fait abstraction du frottement^ car une 
force normale au plan, si grande qu'on la suppose, ne 
saurait emp^cher le corps de glisser le long du plan. - 

Pour donner aux relations entre la puissance et la resis- 
tance un enonce geometrique, on limite ordinairement 
Toblique DE et Ihorizontale DH par une verticale quel- 
conque EH 5 et, dans le triangle rectangle que forment ces 
lignes, rhypot^nuse DE prend le nom de longueur du 
plan incline, le c6t^ DH celui de base et le c6te EH celui 

de hauteuT'm On a 

EH ^ ^ EH 

sin. = — et tang^^^gg. 

Cela ^ose^guai^d la puissance est parallele au plan incline, 

on a 

EH 
B = o et Q = Psin/ = P— - 

# 
Ainsi, la puissance parallele au plan incline est au poids 

du corps quelle tient en equilibre comme la hauteur du 

plan est a sa longueur. 

Ce cas est celui ou la puissance a le plus d'avantage. II 
trouve son application quand on veut faire descendre dou- 
cement un corps lourd, un tonneau de vin par exemple, le 
long d*une rampe. Deux ouvriers engagent sous le tonneau 
deux cordes qui sont attacliees par un bout au haut de la 
rampe, et dont ils tiennent Tautre bout dans les mains. De 
cette maniere, le tonneau est retenu par quatre cordons pa- 
ralleles a la rampe; et il suffit, pour Tequilibre, que reffort 
moyen exerce par chaque ouvrier soit le quart du rapport 
de la hauteur de la rampe a sa longueur. 

Quand la puissance est horizontale, on a 

EH 
G = i et Q=:Ptang/ = P— 5 

Ainsi, la puissance horizontale est au poids comme la 
hauteur du plan est h sa base. 
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II ne faut pas perdre de vue que ces r^sultats sont plus 
ou moins modifies par le frottement. Par exemple, quand 
on a egard k cette force , la theorie apprend que ce n'est 
plus en agissant parallelement au plan incline que la puis- 
sance a le plus d'avantage, mais bien en faisant avec le plan 
un angle egal a V angle de frottement (121). 

124. Plans inclines adosses, — Considerons deux corps pe- 
sants P, Q appuyes sur deux plans de mime hauteur BD {fig. 1 13), 




mais de longueurs differentes , et lies entre eux par une corde qui 
passe sur une poulie de renvoi placee au sommet commun B. On 
suppose que les deux parties de la corde sont paralleles aux plans. 
Si Ton designe par T leur tension commune dans I'etat d'equilibre, 
par I et r Ics inclinaisons des deux plans , on aura 

T = P sin / = Q sinr, 
d'ou 

P __ sinr_ BC 

Q "" sm/ "" AB' 

Ainsi, les deux poids devront etre proportionnels aux longueurs des 
plans sur lesquels ils repose nt, 

125. Corps pesant s'appuy ant sur deux plans inclines. — Pour 
qu'un corps pesant puisse demeurer en ^quilibre entre deux plans, 
son poids doit pouvoir se decomposer en deux forces dirigees nor- 
malement vers ces plans, et qui rencontrent chacun d'eux dans 
Tinterieur du polygone convexe forme par les points d'appui (118). 
Ces forces sont les pressions que delruft la resistance des plans. 

Supposons, par exemple, que le corps n'ait qu'un point de con- 
tact avec chaque plan : les deux normales AX, BY [fig, ii4) 
devront ^tr-e dans un meme plan avec la verticale GP qui passe 



1^4 ^L^MBRTS DE MtCAHIQlTE. 

par le centre de gravity du corps, et de plus se rencontrer en iin 
point O de cette verticale. Le plan AOB sera done k la fois vertical 
et perpendiculaire aux deux plans donnes. Par consequent, Tinter- 
section de ces deux plans sera horizontale. 

Fig. 114. 




Pour alle^ plus loin et determiner la position d*equilibre du 
corps, il faudra en particulariser la forme {voir aux Exercices), 

126. Pressions supportees par les points d'appid siir 
le plan. — Dans le cas d'un seul point d'appui, on a deja 
vu (IIS) que la pression supportee par ce point est egale a 
la resultante des forces appiiquees. 

S'il y a deux points d*appui A, B {Jig* 1 15), on n'a qu'a 
decomposer la resultante normale R (qui doit rencontrer 

Fig. 1 1 5. 
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le plan en un point I de AB ) en deux forces paralleles py 
p' appiiquees aux points A et B. Ces forces expriment les 
pressions individuelles dliercliees. Si Ton represente la re- 
sultante R par la droite AB, les pressions sont represen- 
tees respectivement par les longueurs BI et Al (32). 
S'il y a trois points d'appui A, B, C non en ligiie droite 
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(fiS' ' '^) (coni^<i^6 dans le leve a la planchette ou Ton se 
sen d'un pied a trois branches), et que O soil le point ou 

Fig. ii6. 




la resultante R des forces appliquees va rencontrer le plan 
fixe, ce point devra ^tre a Tinterieur du triangle ABC; et 
Ton pourra d'abord decomposer cette resultante en deux 
forces paralleles et de m^me sens appliquees. Tune p au 
point A, Tautre q au point A', ou la droite AO rencontre BC ; 
puis cette derniere se decomposera en deux autres paral- 
leles /?', ;[?'' appliquees aux points B et C. Calculous les va- 
leurs de ces pressions. 

On a 

^ OA' 



AA' 



OA' 



Or, si Ton joint OB et OC, le rapport —7 est egal a celui 

des aires des triangles de m^me base BOC, BAC. Done 

BOG 



/?=:R 



ABC 



Sans passer par Tintermediaire de la force y, on pent en 
conclure immediatement 

, « AOC „ „ AOB 

^-^ABC ^' ^=^^ABC' 

car, du moment qull est etabli que la resultante R est de- 
composable en trois forces determinees p^ p\ pf\ il est clair 
qu'on pent commencer par celui des trois points d'appui 
qu'on voudra \ et. quel que soit I'ordre suivi dans le calcul, 
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on retrouvera n^cessairement les mftmes iralears pour les 
pressions individuelles. 

Du reste, ea passant par la force q, on trouyerait successive* 

ment 

^ AO , A'C 

^ = ^AA^' ^^^BC' 

d'od 

_ AO A'C 

^-^aTbc' 

Or, si Ton con9oit BO prolongee jusqu'i la rencontre du cote AC 
en B', et par le point A' une parailele k BO, on trouyera sans dif- 
ficulte, par les triangles semblables, 

AO A^_ OB^ 

AA'BC '"BB'' 

et, par suite, 

_ OB' ^ AOC 
^-^bF^'^ABG* c.q.f.d. 

En consequence, si Von represente la resultante des 
forces appliquees par I' aire du triangle que forment les 
points d'appuiy les pressions supportees par ces points 
seront representees respecti^ement par les aires des tri- 
angles partiels qui ont pour bases les cotes opposes et pour 
sommet commun le point d* application de la resultante, 

Corollaire, — Si Ton prolonge BO et CO jusqu'4 .leurs ren- 
contres avec les c6t^s opposes en B' et C, et que Ton ait ^ard a 
Tequation 

on aura 

OA/ OB^ oa __ 

aa'"^bF"^ CC'""^' 

nouvel exemple d'un theoreme de Geometrie demontre par des 
considerations de Mecanique. 

En se pla^ant au point de vue geometrique, on pent demander 
ee que deviendrait la relation precedente, si le point O etait pns 
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a Xexierieur du triangle ABC (>%■. 117). Pour repondre a cette 

question, on imaginera qu'une force R, appliquee a ce point, soil 

decomposee en deux autres paralleles et de sens contraires, appli- 

^quees Tune en A, Tautre en A'. La relation sera simplement modi- 

fiee en ge que le rapport ( T-p ) ' ^^^ correspond au cdtc a I'exte- 

rieur duquel est le point O, changera de signe. II pourra arriver 
t que deux rapports changent ainsi de signe k la fois {voir aux. 
Exercices) . 





Quand il y Siplus de trois points d'appid, ou seulement 
trois en ligne droite, la question qui a pour objet de re- 
chercher les pressions individuelles deviant indeterminee. 
En effet, considerons, par example, le cas ou le corps s'ap- 
puie sur le plan par quatre points A, B, C, D [fig- 1 18). 
Soit O le point ou la resultante R das forces appliqueas 
rencontre le plan. Joignons AO et prolongeons cette droite 
jusqu'a un point C arbitraire, mais situe dans Vinterieur 
du triangle BCD; puis decoftLposons la force R en deux 
autres paralleles p^ q appliqueas aux points A et O'. La 
pression p participera de Tindetermination du point O' : on 
pourra, si Ton veut, se donner cette force, et le point 0' 
s*ensuivra. Des lors, la composante ^ = R — p se decom- 
posara, comma on Ta vu plus haut, en trois forces de- 
terminees, paralleles et de m^me sans, appliquees aux 
points B,.C, D. II resulle de la qu*on pent prendre a vo- 
lonte, entre certaines limites, I'une des quatre pressions, et 
qu'alors les trois autres s'ensuivent. 

VlEILLE. — rA. de 31. ^ 12 
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En general, on pent se donner, d'une infinite de ma- 
nieres, toutes les pressions individuelies moins trois, 

127. Remarque sur le cas d'inde termination des pres- 
sions, — Dans la nature, lorsqu'un corps s'appuie contre 
un plan, les pressions que supportent les points d'appui 
sont toujours determinees, quel qu'en soit le nombre, ce 
qui parait en contradiction avec la tteorie precedente. Mais, 
en y reflechissant, on s'explique Tinde termination que nous 
venons de rencontrer : elle tient a ce que, pour simplifier le 
probleme, nous avons fait abstraction d'une propriete essen- 
tielle de la matiere, la compressibilite. Or il n'existe pas 
de plan rigoureusement inflexible. Par example, lorsqu'une 
table s'appuie sur un parquet par quatre pieds, celui-ci 
ttechit et se deforme un tant soit peu, et les pressions qui 
ont lieu aux points d'appui sont eh relation necessaire avec 
cette flexion que nous avons negligee. 

Nous ne nous arr^terons pals k exposer comment 4es pressions 
que supportent les points d'appui pourraient etre calcnlees a Faide 
des six equations generales de I'equilibre. La methods a deja ete 
exposee ( 104>) dans le cas de deux points fixes, et le lecteur pourra 
s'exercer k Tappliquer au cas general. On retrouvera Tindetermi- 
nation qui vient d'etre signalee quand il y a plus de trois points 
d'appui, et meme quand il n'y en a que trois s^ils tombent en 
ligne droite. 

EXERQCES. 

I. Un corps pesant P est pose sur une table horizontale in- 
flexible, qui s'appuie par trois pieds sur un terrain inebranlable. 
On donne le poids tt, le centre de gravite de la table, et les pres* 
sions maximum R, R', R'' que les pieds peu vent supporter sans se 
rompre. On demande : 

I® La position du corps etant donnee sur la table, quelle est la 
plus grande valeur que son poids P puisse avoir ; 

2° Le poids P etant donne, quelle est la region qui renferme 
tous les( points de la table oik il peut etre place, sans que les pieds 
se rompent. 
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II. Un point O etant prfs k volonte dans I'interieur d'une pyra- 
mide triangulaire ABCD, on le joint a chacun des sommets par les 
drcates AO, BO, CO, DO, qui rencontrent les faces opposees en 
des points A', B', C, D', et Ton propose de d^montrer, par des 
considerations empruntees a la Statique, qu'on a 

OA' 551 _^ 9^ OD^ _ 
AA' "*" bF CC "^ DD^ ^ ' • 

III. Une voiture k deux roues est trainee par nn cheval, sur uue 
route dont la pehte, c'est-^-^lire la tangente trigonometrique de 

rinclinaison sur Thorizon, est — • La charge, y compris le poids 

de la charrette, est de 1 000 kilogrammes ; et Ton suppose que, 
dans la position horizontale des limons, le centre de gravite de 
cette charge serait situc sur la verticale qui passe par le milieu de 
I'essieu, k i"\20 au-dessus de cette ligne. Eniin la distance de I'essieu 
k la droite qui joint les deux points d'attache du cheval aux limons 
est de 4 metres. Oivdemande d'evaluer : 

I" Les portions de la charge que supportent le cheval et les 
deux roues; 

2® Les composantes de ces forces suivant les directions paralleles 
et normales a la route. 

IV. Placer en equilibre une tige homog^ne pesante, de longueur 
donnee, entre deux plans inclines. Conditions que doivent remplir 
les plans : 

I® Pour que la tige soit horizontale; 

2® Pour que la verticale de son centre de gravite tombe sur Pin- 
tersection des plans. 

V. Placer un rectangle homogene pesant en equilibre entre deux 
plans inclines, en le faisant poser : 

I** Par deux c6tes opposes; 

2* Par deux sommets opposes ; 

3" Par deux sommets adjacents k un m^me c6te. 

Extension du troisieme cas k, un polygone pjan quelconque, 
dont le centre de gravite est donne. 

YI. Un corps de poids Q a ete mis en equilibre sur un plan in- 
cline d'un angle / k Thorizon , k Taide d'une force P qui fait avec 
ce plan un angle 0. — L'inclinaison i ayant ete reduite de a de- 
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gres, sans que la direction de la force P ait ete modifiee, il a .fallu, 
pour maintenir Tequilibre du corps, reduire I'intensite de cette 
force de a unites. On propose de prendre successivement pour 
inconnues deux des quantites designees ci-dessous, 

(P, 0), ou (Q, /), ou (Q, 0), 

et d'en discuter les valeurs. 

Vn. Determiner Tetat d'equilibre le plus prochain du glisse- 
ment pour une echelle qui repose par son extr^mite inferieure 
sur un plancher horizontal et s'appuie par le haut contre une 
cloison verticale. — On a egard au frottement, et Ton suppose 
que le rapport du frottement a la pression soit le m^me pour le 
plancher que pour la cloison d*appui (o,36 par exemple). 

(L*echelle etant symetrique par rapport k la droite qui joint 
les milieux des echelons, on pent la reduire k cette droite, sup- 
posee pesante, mais non homogene; et si Ton introduit les pres- 
sions inconnues qui ont lieu aux deux extremites, on n*a plus 
qu'a appliquer les trois equations d'equilibre des forces situees 
dans un meme plan. — En designant par k le rapport de la lon- 
gueur de Techelle a la distance de son centre de gravite k Textre- 
mite inferieure, par a Tinclinaison limite de I'echelle sur I'horizon, 
par/le coefficient de frottement, on trouvera 

tangii= —ff — /» 

valeur k discuter.) 

Vin. Les memes choses etant posees que dans le probleme 
precedent, on suppose que le montant de Techelle ait 1 5 eche- 
lons, equidistants de 20 centimetres les uns des autres, plus deux 
bouts libres, Tun inferieur long de 3t5 centimetres, Tautre supe- 
rieur de 1 5 centimetres ; que le poids de I'echelle soit de i o kilo- 
grammes et son centre de gravite au tiers de la longueur a partir 
de la base; eniia qu'un ouvrier, dont le poids est de no kilo- 
grammes , monte sur les divers echelons . Le coefficient / etant 
pris cgal a o,35, on demaiide d'assigner, pour chacune des posi- 
tions de Touvriery la limite d'inclinaison au-dessous de laquelle 
Techelle commencera a glisser. 
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troisiMe partje. 

£l£ments de cin£matique et de dynamique. 



QTJINZlfiME ET SEIZlflME LECON. 

Programme. — MouYement tectiligne uniforme. — Vitesse. — Mouvement 
rectiligne varie. — Vitesse moyeoAe. — Vitesse k un instant quelconque. 
— Mouvement rectiligne unirorm^ment varie. -^ Acceleration. — De 
Tacceleration a un instant quelconque dans le mouvement rectiligne 
varie. — Composition de deux mouvements simultanes rectilignes, uni- 
formes ou uniformement varies. 

128. De la Cinematique, — Du temps et de sa mesure. 
— Pour etablir les lois de requilibre, nous n'avons pas eu 
besoin de connaitre le genre de mouvement que les forces 
seraient capables d'imprimer a leurs points d'application, 
s'ils etaient libres. Mais il n'en est plus de m^me quand 
il s'agit d'^tudier Taction des forces sur un corps en mou- 
vement. 

Avant tout, il est necessaire de considerer le mouvement 
en luUmSme, c'est-a-dire independamment des forces qui 
peuvent le produire ou le modifier. Ampere, dans son sys- 
t^me de classification des sciences (*), a design^ sous le 
nom de Cinematique (de xlvtifi^^ uto<, mouvement) cette , 
partie de la Mecanique generale, dont nous allons exposer 
les Elements. 

II ne faut pas confondre la Cinematique avec I'etude du 
simple deplacement geometrique. En Geometric, on fait 

(*) Essai sur la philosophic des Sciences; i834. 
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souvent mouvoir, suivant certaines conditions, des points 
pour engendrer des lignes, des lignes donnees pour engen- 
drer des surfaces , et des surfaces donnees pour engendrer 
des solides. En Mecanique, il entre un element de plus : c'est 
1e temps necessaire au mobile pour passer d'unc position 
a une autre dans Tespace. 

On ne deflnit pas le temps, non plus que i'espace 5 mais 
la duree d'un plienomene est susceptible de mesure : il suf- 
fit dcbien etablir la notion de temps egaux. 

Concevons, a cet eflet, que des corps pesants, parfai- 
tement identiques, soient suspendus a des points fixes, 
par des fils de meme longueur, et dans le m^me lieu : 
apres avoir ecarte ces pendules de la verticale, d*une m^me 
quantite, on les abandonne successivement a eux-memes, 
de sorte que le second parte a Tinstant precis ou le pre- 
mier a termine sa premiere double oscillation, le troisieme 
a Tinstant ou le second a accompli la sienne, et ainsi de 
suite. II est evident que, quelle que soit la. loi de ces m^ou- 
K^ements, il n'y aura aucune difKrence possible entre le 
premier et le second, le second et le troisieme, etc., et, 
par consequent, qu'ils s'accompliront dans des intervalles 
de temps rigoureusement egaux. 

On prend pour unite de* temps, en Astronomic, le jour 
sideral,. dont T invar iabilite est constatee par Tobservation. 
Dans les usages ordinaires de la vie, c'est le jour solaire 
moyen qui est pris pour unite : sa duree est egalement 
coustante. On la divise en a4 lieures, Theure en 60 mi* 
uutes, la minute en 60 secondes. La seconde est Tuaite 
^ usuelle de la Dynamique : c'est ^a 86400^ partie du jour 
moyen. 

129. Equation du moui^ement rectiligne et unijorme. 
— Hemarques sur les signes et sur les unites, — Le plus 
simple de tons les mouvements que puisse prendre un point 
materiel est celui qui a lieu en ligne droite, et dans lequel 
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les es paces parcourus en temps egaux sont egaux, quelque 
petits que soient ces temps. Ce moavement est dit recti* 
ligne et uniforme. 

L'espace parcouru dans Tunite de temps mesure ce qu'on 
appelle la* vitesse du mobile. II revieat au m^me de dire 
que la vitesse est mesuree par le rapport de Tespace par- 
couru dans un temps quelconque a ce temps.. 

Soient t le temps compte a partir d'une epoque convenue •, 
X la ' distance qui separe le mobile, au bout du temps 'f , 
d'un point fixe pris sur la droite qu'il decrit; x^ la distance 
initiale du mobile k ce point fiice , c'est-a-dire la valeur 
de X qui repond a f = o •, a la vitesse. at sera Tespace decrit 
dans le temps t. Mais cet espace est aussi represente par 
X — Xo 5 Tequation du mouvement uniforme sera done 

( I ) .r = .r^ + at. 

Pour qu'elle convienne a toutes les positions du mobile, 
il faut regarder a: et a:© comme des quantites positives ou 
negatives, suivant que ces distances sont comptees d'un 
c6te du point fixe ou du c6te oppose. La variable t deyra 
elle-m^me recevoir des valeurs negatives, quand on voudra 
remonter a des epoques anterieures a Torigine du temps. 

Enfin, si la vitesse a, consideree jusqiAci comme une 
grandeur absolue, vient a changer de sens, c*est-a-dire a 
prendre une direction opposee a ceile des x positifs, on de- 
vra aussi Taffecterdu signe — . 

Ces remarques sur les signes sont importantes. Nous en- 
gageonis le lecteur a passer en revue, sur Tequation (i) ainsi 
generalisee, les divers cas du mouvement uniforme : il y 
trouvera un nouvel exemple (37, 41 ) de Futility des quan- 
tites negatives pour comprendre dans une m^me formule 
toutes les circonstances qu'une question pent offrir. 

Deux unites entrent dans requation(i) : Tunite de lon- 
gueur et Tunite de temps. La vitesse a depend evidemmenl 
de chacune d'elles : si Tunite de longueur vient a changer, 
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qu'elle passe, par exemple, du metre au decimetre, les nom- 
bres x^Xo^a seroat tous multiplies par lo, et Tequation (i) 
ne cessera pas de subsister; si runite de temps vient a 
changer, qu'eile passe, par exemple, de la seconde a la mi- 
nute, ce changement affectera les deux nombres»a et t seu- 

lement; t deviendra ^» a deviendra a X 60, et Fequa- 

tion (i) n'en sera pas encore troublee. 

^Remarquons enfin que le rapport des vitesses de deux 
mouvements uniformes reste invariable, quand on change 
les unites de longueui' ou de temps. 

130. Trace geometrique : espace et vitesse. — Tragons 
deux axes rectangulaires Of, Ox [fig- 1 19), et apres avoir 
choisi une certaine longueur, le millimetre par exemple, 

Fig. 119. 
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pour figurer les unites de temps et de chemin, con venous 
de porter, a partir de O, sur Taxe Ot, des longueiu^s qui 
representeront les temps ecoules depuis Torigine du mou- 
vement, et sur Taxe Ox des longueurs qui representeront 
a la m^me echelle les distances du mobile a un point fixe 
pris sur la droite qu'il decrit. Soient OA la distance ^0 qui 
repond a f =rr o, OB une certaine valeur de ^, et BD la var 
leur correspondante de x comptee sur une parallele a 
Taxe Ox, Le segment DC, qui est situe au-dessus de la pa* 
rallele a I'axe O^ menee par le point A, representera I'es- 

pace decrit durant le temps t\ et le rapport -— ( ou simple- 



J- 
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ment la longueur DC, si Ton suppose que AC soit Funite 
de temps) mesurera la vitesse. La droite AD, indefiniment 
prolongee, sera le lieu g^om^trique des extremites de toutes 
les ordoDuees B'ly, B"D", . . . , et sou inclinaison sur Taxe O f , 
variable d'un mouvement uniforme a un autre, rendra sen- 
sible aux yeux la vitesse plus ou moins grande du mouve- 
ment. Si, par exemple,OB = i6 et CD= 24, on en conciura 
que le mobile a parcouru a4 metres en 16 secondes, ou que 

sa vitesse est de -—- = i", 5 par seconde. 

II est entendu que les valeurs n^gatites de a: ou de t se ^^ 

porteront sur cbaS^ue axe, dans un sens oppose a celui des 
valeurs positives a partir de. Torigine. 

• 

131. Mouifement varie. — Vitesse a un instant quel" 
conque. — Le mouvement rectiligne est dit varie quand 
le rapport de Tespace parcouru au temps employe a le 
parcourir change continuellement. Soient AB la ligne in- 
definie decrite par le mobile {Jig* 1210), m sa position au 

Fig. 130. 
■ > 
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bout du temps t, m^ sa position au bout du temps t H- ^, 
O un point fixe, pris sur AB, a partir duquel on convient 
de compter les distances, positives dans le sens OB, nega- 
tives dans le sens OA*, designons Om par x, O/w'par a/, 
mm^ onx' — x sera, en grandeur et en signe, I'espace par- 

couru dans le temps h. Le rapport — y-^ est ce qu'on ap- 

pelle la vitesse moyrenne pendant I'inten/alle de temps k. 
C'est aussi la vitesse du mouvement uniforme, en vertu du- 
quel le mobile parcourrait le m^me espace dans le m^me 
intervalle de temps. Ce rapport depend a la fois de I'epo- 
que t et de Tintervalle /i. Si Ton suppose que h diminue 



X 
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jusqu'a zero, a:' — ar diminue aussi indefiniment, et le rap- 
• port — - — 5 qui ne cesse pas de representer la vilesse 

moyenne, lend vers une limite determinee qu'on appelle 
la Vitesse au bout du temps t\ nous la designerons par i^. 
Ainsi, par definition, 

_. X — — X 

V = lim — 7 — , 

pour A == o. 

Supposons, par exemple, que x soil une fonction entiere 
et du deuxieme degre du temps, 

X z= at- -h bt -{- c, 

a^b^ c etant des constantes donnees. Si Ton cjiange t en 
/. -f- A, on aura 

x' = a (^H-^)'-f- b{t-hh)-h c. 



d ou 



et 



x^ — x== a{2ht-{- h^) -{-bh 



X X 



=.a[2.t -^ h) -h b. 



Telle est la vitesse^ moyenne : elle depend de t et de A. 
Si Ton fait tendre h vers zero, il vient 



•mJ ' 9^7 



Urn — ^ — ou if'=2 7.at-+- b. 
Il 

Telle est la vitesse du mobile au bout du temps t. On voit 
que la constante b represente la vitesse initiate^ c'est-a- 
dire celle qui repond a Tepoque ^ = o, et que la con- 
stante 2. a est Taccroissement de vitesse qui a lieu dans 
cbaque unite de temps. Quant a la troisieme constante c 
qui entrait dans la fonction proposee, elle exprimait evi- 
demment la distance initiale du mobile au point O \ mais la 
vitesse \^ en est independante. 

Nous reviendrons bientot sur ce cas interessant du mou* 
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Yemeni yarie, qui est celui de la chute des corps daus le 
vide. ^ 

On sait que la limite du rapport die raccroissement d'une 
fonction x a Taccroissement de la variable t^ lorsque ce 
dernier tend vers zero, a recu le nom de derwee de la 
fonction. En la designant par d^x^ nous aurons generale- 
ment 

Ainsi, la vitesse h un instant quelconque est la deriv^ee de 
Vespace parcouru considere comme fonction du temps, 
ou encore la deriy^e par rapport au temps de la distance 
du mobile h un point fixe pris sur la ligne quil deer it, 
laquelle ne differe de I'espace parcouru que par une con- 
stante (*). 

132. Trace geometrique, — Souvent il arrive que Tes- 
pace X n'est pas connu en fonction du temps, mais que 
I'on a seulement une table de valeurs numeriques, fournies 
par Texperience et correspondant a un certain nombre de 
positions du mobile. Si ces positions sont suffisamment 
rapprochees , on pent recourir avec avantage au trace deja 
employe (130). Soient Am, A'ot', h!'rri\... [fig' *^*) 
les ordonnees paralleles a Taxe Ox qui representent , a 
une echelle convenue, les distances compteei a partir d'un 
point fixe sui' la ligne que decrit le mobile \ OA, OA', OA'' 
les valeurs correspondantes du temps. La longueur OB, 
portee sur Ox^ repr^sentera la distance initiale du mobile 
au point fixe. Si Ton joint tous les points B, m, m', m"^ . . . 
par un trait continu, on aura une courbe propre a fournir, 
avec plus ou moins d' approximation : 

I ° Uespace parcouru par le mobile au bout d'un temps 

( *} En general, la derivee d'une fonction enti^rc de t s'obtient en multi- 
pliatit chaque terme par I'exposant de t dans ce terme, diminuant cet expo- 
sant d'une unite, et faisant la somme algebrique des resultats. Nous admet« 
Irons cette r^le comme demontree dans le Cours d'Algebre. 
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quelconque, compris entre les limites de I'observation. 
Soit OC ce temps 5 il suffira de tracer par le point C une pa- 
rallele a Ox jusqu a la rencontre de la courbe, puis de 
mesurer a Teclielle la longueur CD 5 



Fig. 131. 




2° La vitesse a un instant quelconque. Soit m le point 
dont il s'agit*, menons m\ parallele a Taxe Ot, jusqu'a la 
rencontre de Tordonnee du point voisin ni\ la vitesse au 

point m est, comme on sait, la limite du rapport — =-» 

lorsque ml tend vers zero. Or, si $ est le point ou la se- 
cante nJm va rencontrer Taxe O^, on a 



m'\ mk 



ml 



AS 



r> 



et, quand le point m' se rapprocte indefiniment de m, la 
secante mml tend vers une direction limite /wT qui est la 
tangente a la courbe au point m. Done 



lim 



ml 



ou VZ=: 



mk. 
AT 



Ainsi, la vitesse au point m a pour mesure le rapport de 
Vordonnee de ce point a la sous-tangente , 

On pent encore dire, si Ton suppose les axes rectangu- 
laires, que la vitesse est mesuree par la tangente trigono- 
metrique de V angle que fait la tangente a^ec VaxeOt\ 

= tang/wTA. 
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SI la courbe mrriwP degenere en une ligne drqite, le 
mouvement devient uniforme. Dans le cas contraire, il est 
varie. 

A la simple intuition de la courbe, on verra si le mouve- 
ment varie est accelere ou retarde, e'est-a-dire si la vitesse 
est croissante ou decroissante. En effet, quand la courbe 
tournera, comme dans la. Jig- i a i , sa com^exiteyers TaxeO^, 
Tangle aigu de la tangente avec cet axe ira evidemment en 
croissant dans le sens mrriwl' ^ qui est celui du mouvement. 
Ce sera le contraire si la courbe pr«^sente sa concavite vers 
Taxe Ot. Ainsi le mouvement sera accelere ou retarde, 
selon que la courbe sera convexe ou concave vers Faxe sur 
lequel on compte les temps. 

133. Moui^ement direct, retrograde. — Les conclusions 
precedentes devront etre renversees, si le mouvement, au 
lieu d'etre direct, c'est-a-dire tel que les distances du mo- 
bile au point fixe pris sur la ligne qu'il decrit croissent avec 
le temps, devient retrograde. 

En se reportant a la deiinition de la vitesse ^', 

.T — .r 

i^ = lim r 9 

h 

on voit que le numerateur x' — x change de signe quand le 
mouvement, d'abord direct, devient retrograde. D*ailleurs 
le denominateur k est un accroissement essentiellemenl 
positif. Done la vitesse v^ change de signe avec le sens du 
mouvement : positive s'il est direct, elle est negative s'il 
devient retrograde. 

Ce changement de signe ne peut avoir lieu qu'autant 
que la lonction v^ passe par zero, et il correspond a un 
maximum de la fonction x. 

134. Simples notions sur le mouvement curviligne, — 
f^itesse; sa grandeur, sa direction, — Bien que nous ayons 
specialement en vue, dans cette lecon , Tetude du mouvement 
rectiligne, il n'est pas hors de propos de remarquer que 
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1 'expression de la vitesse qui vient d'etre doanee s' applique 
sans modification au mouvement curviligne, c'est-a-dire a 
celui dans lequel le mobile decrit une ligne courbe quel- 
conque. Les espaces parcourus sont alors des longueurs 
d'arcs. 

Ainsi la vitesse d'un mouvement curviligne uniforme 
est la longueur constante de Tare decrit dans Tunite de 
temps. La vitesse au bout du temps t^ dans le mouvement 
curviligne varie, est la limite vers laquelle tend le rapport 
de Tare decrit pendant Tintervalle A, qui succede au temps f , 
a ce m^me intervalle, lorsque celui-ci tend vers zero, c*est- 
i-dire la deriv^e de Tespace parcouru considere. comme 
fonction du temps. 

Seulement , il y a ici un element de plus a considerer : 
c'est la direction de la vitesse, qu'on appelle aussi la direc- 
tion du mouvement. Or, si Ton substitue pour un instant a 
la courbe decrite un polygone inscrit qui s'en rapproche 
indefiniment, la limite de la direction du mouvement rec- 
tiligne du mobile, considere comme decrivant ce contour 
polygonal, est la tangente en chaque point de la courbe. On 
prend done pour direction de la vitesse au point m, dans le 
mouvement curviligne, celle de la tangente en ce point. ^ 

135. Mous^ement rectiligne et uniformement varie. — 
Acceleration, — Le mouvement uniformement varie est 
celui dans lequel la vitesse augmente ou diminue (^b quan- 
tites egales en temps egaux. Si la vitesse augmente avec le 
temps, le mouvement est dit uniformement accelere et, 
dans le cas contraire, uniformement retarde. Nous en avons 
deja rencontre un exemple (131). 

Soient a Taccroissement, positif ou n^gatif, de la vitesse 
dans chaque unite de temps, et i^o la vitesse initialed la 
vitesse f' a un instant quelconque sera 

(l) \>z=v^-^ at. 

La constante a a recu le nom di acceleration. 
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Connaissantla loi suivant laquelle la vitesse varie avec le 
temps, nous allous montrer comment on en deduit la loi 
suivant lacjuelle varie Tespace parcouru. 

On a vu que la vitesse est la dSriuee de la fonction du 
temps qui represente Tespace ] il s'agit done de remonter a 
la fonction de t qui a pour derivee (t^o ■+- at). La regie a 
suivre est une consequence immediate de celle que nous 
avons admise (131, note), pour la derivee des fonctions 
entieres d'une seule variable 5 elle consiste a augmenter 
d'une unite Texposant de t dans chaque terme, a diviser ce 
terme par le nouvel exposant, enfin a ajouter une constante 
arbitraire a la somme des resultats. On aura done, pour la 
distance x du mobile a un point fixe pris sur la droite qu'il 
decrit, 

, , aO 

(2) . xz=x^-\-v^t'\ : 

Xq designe la constante arbitraire, qui n'est autre que la 
distance du mobile au point fixe, a I'epoque t=o. 

On donne sou vent, dans les Cburs de Physique, une demonstra- 
tion de Tequation (-2) qui n'exige pas la connaissance du calcul des 
derivees des fonctions entieres ; mais elle est plus longue. 

Concevons que le temps /, pendant lequel le mobile s'est trans - 
porte de C en m {Jig. 120), soit partage en un tres-grand nom- 
bre n d'intervalles egaux, et soit h leur duree commune^ en sorte 
que 

Pendant chacun de ces petits intervalles, on peut supposer que 
le mobile s'est mu avec une vitesse constante egale k celle qui 
I'animait a Forigine de cet instant ; et cette hypothese se rappro- 
chera d'autant plus de la realite que le nombre n sera plus grand. 

Or les vitesses de cette suite de mouvements uniformes sont 
evidemment 
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et les espao«s parcourus Gorre$pondants 

La somme de ces espaces 

, yn(n — i) 

c^rt/i -+■ ah^ > 

2 

ou 

at? ( I \ 

representera , lorsqu'on y fera croitre w a Tinfini, Tespace x — x^ 

reellement decrit par le mobile. Mais, a la limite, - disparait, et 
il vient 

at'' 

X — Xo=C,^H . C. Q. F. O, 

2 

Si Ton eonvient de placer Torigine des distances au point 
de depart du mobile, x^ sera nul, et Ton aura 

/ov ^' 

(3) .TZ=ZS^^t-\ . 

Des equations (i ) et (2) on deduit aiseinent 

V -4- v^ 

X = t, 

2 

ce qui montre que Tespace parcouru depuis Torigine du 
mouvement jusqu'a une epoque quelconque est le m^me 
que si le mobile cut ete anime d'une Vitesse constants, egale 
a la moyenne arithmetique des vitesses initiale et finale. 

136. Du mous^ement uniformement accelere. — Consi- 
d^rons en particulier le cas du mouvement uniformement 
accelere. La constante a est alors positive. 

Si le mobile part de Torigine , sans vitesse initiale , on a 

X, = 0, v.=z o, 
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et les Equations (i) et (3) se r^duisent k 

a 

La yitesse est alors proportionnelle au temps, et Tespace 
proportionnel au carre du temps. D'apres ce qui precMe, 
Tune de ces deux lois entraine Tautre. 

Corollaires, — I. Si Ton compare entre eux les espaces 
parcourus pendant les unites de temps successives , on voit 
qu'ils croissent comme la serie des nombres impairs i, 3, 
5, 7, ... . En effet, Tespace parcouru pendant la (t -f-i)'*^ 
tmite de temps est 



time 



a 



r [(' + !)'-'']. 



2 



ou simplement 



-(2f-f-I . 



U. La vitesse a, acquise au bout de la premiere unite 
de lemps, est double de Tespace parcouru dans ce m^me 
intervalle. 

in. Si Ton elimine t entre les deux equations, il vient 



Ainsi la vitesse a un instant quelconque est moyenne geo- 
metrique entre le double de Tacceleration et Tespace par- 
couru. 

137. Chute des cotps dans le vide. — La chute des 
corps dans le vide offre un exemple du mouvement unifor- 
mement accelere. L'experience apprend que, si Ton aban- 
donne un corps librement a lui-m^me dans le vide, quelles 
que soient sa substance et ses dimensions, tons ses points 
decrivent des drpites verticales avec des vitesses egales , et 
que les espaces ainsi parcourus sont proportionnels aux car- 
res des temps. II en r^sulte (136) que les vitesses croissent 

TiBiLLB. — tl, de M, * 1 3 
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proportionnellement aux temps. Ces deux lois peuvent 
d'ailleurs 6tre verifiees directement au mojen d^ la ma- 
chine d'Atwood. Toutefois il se presente, dans la verifica- 
tion de la loi des yitesses , une difficulte que nous eclairci- 
rons plus loin (i50). 

L'acceleration de ce mouyement varie d'un lieu a un 
autre : on la designe par la lettre g. Sa valeur a I'Obser- 
vatoire de Paris, d'apr^s les mesuresde Borda et des sayants 
contemporains, est 

g^:- 9-, 8088, 

It seconde etant prise pour unite de temps. L'espace par- 
couru, en chute libre, dans la premiere seconde, est moitie 
du nombre precedent, soit 4") 9 environ. 

Si un corps tombe d'une hauteur A, la vitesse qu'il ac- 

quiert par cette chute est yj^gh. On a dresse une Table des 
valeurs de ce radical qui repondent a di verses hauteurs. 
Cette Table est trfes-utile dans la Mecanique appliquee. 
Nous en extrayons quelques nombres : 



Hauteurs de chute. 


Vitesses 


m 


m 


0,20 


2,00 


0,4^ 


3,00 


0,81 


4,00 


1 ,00 


4,43 


1,27 


5,00 


1,83 


6,00 


2,00 


6,26 


2,5o 


7,00 


3,00 


7*67 


3,26 


8,00 


4,00 


8,86 


4,i3 


9,00 


5,00 


9.90 



138. Du mou\fement uniformement retarde. — Dims le 
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cas d'un mouvement uniform^ment retards, la constante a 
doit 6tre regardee comme negative, ce qui revient a clian* 
ger a en — a dans les equations (i) et (2), puis a donner 
a a des valeurs positives. En pla^ant .Forigine des x au 
point de depart, on aura 

2 

le mouvement sera direct et x croitra avec t , tant que la 
vitesse sera positive, c'est-a-dire tant que Ton aura ^^ ^ at. 



La vitesse if s'annulera au bout d'un temps ^gal a — ^ a cet 

instant, x atteindra son maximum — ^- Le temps continuant 

a croilre, la vitesse deviendra negative et le mouvement 
retrograde : x ira en decroissant jusqu'a I'infini n^gatif; 
mais des obstacles physique^ limiteront, dans Tapplication, 
Tetendue des valeurs de cette variable. 

Lorsqu'un corps est*lance verticalement de bas en haut, 
dans le vide, il prend un mouvement uniform^ment re- 
tarde. Sa vitesse initiate \f^ diminue, au bout de chaque se-* 
conde, de la quantite constante g = 9°^, 8088. Les formules 
precedentes sont done applicables. 

Au bout du temps -% la vitesse est reduite a zero; le mo- 

bile a atteint sa hauteur maximum — - • II redescend alors. 
d'un mouvement uniformement accelere, et retrouve son 

point de depart au bout dij temps — ^5 pour lequel x = o. 

^ * >. 
En m^me temps on a t^ = — v^o- Le temps qu il met a des- 

cendre est done le m^me que celui qu41 a mis a monter, 

et sa vitesse, en arrivant a terre, est egale et de signe con- 

traire a celle qu'il avait au depart. 

i3. 
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i39. De ['acceleration h un instant quelconque dans 
le mouuement rectiligne varie, — La notion d'acceleration 
s'etend du mouvement uniform^ment varie an mouvement 
rectiligne vari^ quelconqaC) de la m^me maniere que la no- 
tion de vitesse a ete etendue (131) du mouvement uniforme 
au mouvement varie. 

Soient \f la vitesse du point materiel au bout du temps £, 
^ sa vitesse au bout du temps t-^h\ le rapport 



r' — V 



(positif ou n^gatif, selon que la vitesse est croissante ou 
decroissante) est ce qu'on pent appeler V acceleration 
moyenne pendant Vinteryalle de temps h, C'est aussi 
r acceleration du mouvement uniformement varie, en vertu 
duquel le mobile acquerrait le m6me accroissement de vi- 
tesse dans le m^me intervalle de temps. 

Ce rapport depend a la fois de la variabltft et de 1* ac- 
croissement arbitraire A. Lorsque h tend vers zero, f^' — u 

diminue aussi indefiniment, et le rapport — - — 5 qui n'a 

pa§ cesse de representer Tacceleration moyenne , tend vers 
uue limite determinee, qu'on appelle V acceleration au 
bout du temps t. En la designant par cp, on a done 

pour /i = o. 

Ainsi, dans le mouvement rectiligne varie, Y accelera- 
tion a un instant quelconque est la deris^ee de la vitesse 
consider ee comme fonction da temps, D'apres la notation 
deja adoptee (l5l), nous ecrirons 

Comme t^ est deja la deriv^e premiere de Tespace parcouru 
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considere comme fonction du temps^ on dira que <f est la 
derwee seconde du m^me espace. De 1^ cette nouvelle 
expression de f , 

140. Dependances mutuelles de Vespace parcouru, de 
la Vitesse et de l' acceleration dans le mou^ement recti-' 
ligne varie, — En resume, on voit que les trois grandeurs, 
espace parcouru, Vitesse, acceleration, sont subordonnees 
entre elles de la maniere suivante : soient x la fonction du 
temps t qui represente Fespace parcouru par le point ma- 
teriel, i^ et f la vitesse et Tacceleration au m&me instant ^ 
on a 

V := d/JC, ff zzz dt V z=z dl X, 

141 . Composition de deux mouvements simultanes rec^ 
tilignes ^t uniformes. — J^itessedu moui^ement resultant. 
— Parallelagramme des vitesses, — Supposons qu'une 
droite Oj" se meuve parall^lement a elle-m^me, en sorte 
que tous ses points d^crivent d'un mouvement uniforme 
des droites egales et parallMes, et soit0.r la direction de 
ce mouvement de translation. Supposons qu*en meme 
temps un mobile, parti du point O, se meuve le lopg de 
la droite Oy avec une vitesse con^tante {Jig- laa). On 
pourra regarder ce mobile comme anime a la fois de deux 
mouvements rectilignes et uniformes , savoir : son mouve- 
ment propre sur Oj*, et le mouvement de translation de 
cette droite dans le sens Ox, Mais, de fait, le mobile de- 
crit dans Fespace une ligne unique avec une certaine vi- 
tesse, et ce mouvement reel prend le nom de mous^ement 
resultant. A Tegard de ce dernier, les deux autres s*ap- 
pellent mouv^ements composants. 

On aura une representation vulgaire, mais exacte, de 
ces mouvements simultanes, en imaginant qu'un bateau 
descende uniformement le cours d'une riviere et qu'une 
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personne marcbe en mdme temps sur le pent, suivant une 
certaine direction et avec une vitesse constante. 




Proposons-nous de determiner la direction et la vitesse 
du mouvement resultant. Soit B la position que le mobile 
occuperait sur O^, au bout du temps t, si le mouvement 
suivant Ox n'existait pas. Pendant ce temps, la droiteO/ 
s'est transportee en AF. Done, si Ton prend sur cette droite 
une longueiu* AD = OB, D sera la position reellc du mo- 
bile, a r^poque consid^r^e. On voit que ce point est le 
sommet du parallelogramme construit sur OA et OB. Je 
dis de plus que, pendant le temps t, le mobile n'a pas cesse 
d'etre sur la diagonale OD, et qu'il Ta decrite d'un mouve- 
ment uniforme. En efTet, soient ^ et ^ les vitesses des mou- 
vements composants, suivant Ox et Oj\ on a 

A =r pt, OB := qt, 

d'ou* 

OB AD q 

OA OA p 

quantite independante du temps* 

Par consequent, si Ton considire une autre position D' 
du mobile, correspondant au temps t', on aura 

OA' "^ Oa' 

Done les deux triangles OAD, OA'D^ sont semblables, 
comme ajant un angle egal compris entre c6t^s propor- 
tionnels; par suite, la direction OD' coincide avec OD. 
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Enfin, comme on tire de la similitude des m^mes 

triaiLgles 

OD _ AD _ ^ _ « 

on voit que les espaces parcourus sur la diagonale sont 
proportionnels aux temps. Le mouvement rectiligne resul- 
tant est done uniformc. 

Si Ton fait t = i^ OA et OB seront les vitesses des deux 
mouvements composants, et la diagonale OD representera 
la yitesse du mouvement resultant. 

Done, deux mousfements simultanes, rectilignes et uni^ 
formes se composent en un senl, rectiligne et uniforme, et 
la Vitesse du mous^ement resultant est representee, en 
grandeur et en direction, par la diagonale du paralle^ 
logramme construit sur les droites qui representent les 
vitesses des moui^ements composants, 

Ce theoreme porte le nom de par allelo gramme des 
vitesses. Son analogie avec le parall^logramme des forces 
est ^vidente. 

l^S. ^utre enonce du m^rne theoreme. — En faisant in- 
tervenir les projections du mobile sur deux axes fixes, on 
donne au tli^or^me pr^c^ent un ^none^ qu'il est utile de 
connaitre. 

A et 6 sont les projections du point D sur les deux axes 
fixes Oar, O^, projections faites sur cliaque axe par une 
droite parallele a )' autre ^ elles he sont ortbogonales qu'au- 
tant (jue les axes sont rectangulaires. Or chacune de ces 
projections pent Stre con$ider4e comme animee d'un mou- 
vement uniforme sur Taxe qui lui correspond. 

Done, si un point se meut dans le plan de deux axes 

fixes et que ses projections sur les deux axes aient des 

tnou\fements uniformes, ce point a lui-mSme un mout^e- 

Vf^nt rectiligne et uniforme^ dont la vitesse est repre^ 

sentee en grandeur et en direction par la diagonale du 



par allelo gramme confitruit sur les ^vitesses d6 ses pro- 
jections. 

143. Reciproqtte, — Connaissant le mouvement recti- 
ligne et uniforme d'un point, on pent se proposer de deter- 
miner les vitesses des projectnns du mobile sur deux axes 
fixes I compris ^dc&s un m&me plan avec la direction du 
mouvement donne. 

Soient (fig* i^a) O la position du mobile a Fepoque ou 
Ton commence, a compter le temps, OO la direction da 
mouvement, v la vitesse; Ox, Oy les deux axes de projec- 
tion que Ton pent toujours supposer menes par le point O^ 
A la projection du mobile sur Ox au bout du temps f, 
A' sa projection au bout du temps t'^ on aura d'abord 

OA OD vt t 



""#> 



OA' OD' vtf tf 

ce qui prouve que le mouvement de la projection A est uni- 
forme ^ puis, en designant par p la vitesse de cette projec- 
tion, on aura 

Done, si la diagonale du parallelogramme OADB repre- 
sente la vitesse du mouvement donn^, chaque c6te repre- 
sente/a la vitesse de la projection correspondante, etc- 

II serait superflu d'insister sur les autres coroUaires re- 
latifs dPu parallelogramme des vitesses^ nous n'aurions 
qu'a reproduire tout ce qnjr a ete expos^ dans la deuxi&me 
Le^on, en substituant le mot vitesse au mot force, 

144. Composition d'un nombre quelconque de m^ouve- 
ments simultanes rectilignes et uniformes. — Paralleli- 
pipede des vitesses. — Projections du mobile sur trois 
axes fixes, — Du cas de deux mouvements simultanes, rec- 
tilignes et uniformes, on passe sans difficulte a celui d'un 
nombre quelconque de mouvements de m6me espdce, en 
les composaUt de deux en deux. 
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On r^aliserait en particulier Thypothese de trois mouve- 
ments composants, si Ton soulevait verticalement un poids 
avec la main, tandis qu'on marcherait sur le pent d'un 
bateau descendant le cours d'une riviere. Le mouvement 
resultant, c'est-a-dire le' mouvement reel du poids, partici* 
perait evidemment des trois inouvements simultanes rec- 
tilignes. La composition de ces mouvements conduit au 
parallelipipede des Titesses. 

Soient Oar, Oj^, O^-les directions de trois mouvements. 
composants {Jig- laS)^ OA, OB, OC leurs vitesses^ O la 
position initiate du mobile. 



* ♦ 



Si Ton con^oit un point qui ne participe qu'aux deux 
premiers mouvements , c'est-a-dire dont les projections' sur 
Ox et Oy se meuvent avec les vitesses constantes OA et OB, 
celui-ci decrira (141) la diagonale OD avec une vitesse con- 
stante, representee par la longueur m^me de cette diago- 
nale. Or ce mobile fictif est, a chaque instant, la projection 
sur le plan xOj" du mobQe reeJ^.car la ligne indefinie OD 
est le lieu g^ometrique de tous les points de ce plan , dont 
les projections sur les axes Oo: et Ojr se meuvent avec des 
vitesses proportionnelles a OA et OB. Done la question est 
reduite k composer, dans le plan DO^, deux mouvements 
rectilignes et uniformes, dont les vitesses sont OD et OC. 
C'est exactement la construction du parallelipipide des 
forces. De ce qui precede resulte la proposition suivante, 
qui comprend celle du numero precedent : 
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Si Von projette un mohile sur trois axes fixes menes 
comme on voudra dans I'espace (*) , et que les mouve- 
ments de ces trois projections soient unijbrmes, i^ le mo- 
bile aura dans I'espace un mou\fement recti ligne et uni" 
Jorme; 2® . il existera enlre la vitesse du mobile et les 
vitesses de ses projections les mantes relations quentre 
une force et ses trois composantes, 

C'est ce qui a fait donaer aux vitesses des projections, 
bien que purement fictives , le nom de composantes de la 
vitesse du mobile. 

Reciproquement, quand un point est anime dans Tespace 
d'un mouvement rectiligne et uniforme, sa vitesse peut etre 
CDusideree comine la. resultante de trois autres vitesses con- 
stantes, qui sont celles des projections du mobile sur trois 
axes fixes, et qui se deduisent de la premiere par la r^gle du 
parallelipip^de des forces. 

145. Equations du mouvement rectiligne et uni/orme d *un point 
projete sur trois euces fives. 

Quand on veut determiner le mouvement rectiligne ou curvi- 
ligne d'un point dans Tespace, le moyen generalement employe 
consiste k rapporter sa position a trois axes fixes. Soient Ox, O^, 

Fig. 134* 




Oz ces axes, ordinairement rectangulaires deux k deux, mais que 
nous $upposons traces arbitrairement dans I'espace {fig* i^4}i 



C^) Projections orthogonales, ou obliques, toujours faites sur chaque axe 
par des droites paralleles aa plan des. deux autres axes. 
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A, B, G les projections orthogonales ou obliques du mobile m sur 
ces axes. 

Si les trois points A, B, G sont connus II chaque instant, il en 
sera de m^me de la position du mobile m, puisqu'il occupera le 
sommet du parall^pipede variable OABG/n. Les aretes OA, OB, 
OG se nomment les coordonnies du point m ; on les designe res- 
pectivement par les lettres x, j, 2, et on les consid^re comme 
positives ou natives selon qu'elles tombent sur les parties Ox, 
O^, Oz des axes, ou sur leurs prolongements Ox', Oj\ O2'. 

Quand le point m decrit sa trajectoire, droite ou courbe, cha- 
cune des coordonnees x, y^ z varie d'une mani^re continue avec 
le temps. Nous allons determiner ces fonctions du temps, dans le 
cas du mouvement rectiligne et uniforme. 

Soient D la position du mobile ^ I'origine du temps, et x«, jr^^ 
z^ ses coordonnees; I sa projection sur Taxe Ox; /72(x, /, z) sa 
position au bout du temps t. x — x« sera I'espace lA decrit, du- 
rant le temps t^ par la projection du mobile sur Taxe Ox. Or cet 
espace est aussi exprim^ par le produit pt^ p d^signant la vitesse 
constante positive ou negative de la projection. On a done 

xz^a-^-^- pt\ 

de m^me, en designant par 9 et r les yitesses des projections sur 
les deux autres axes, on a 

z ■-=. z^ -^ rt, 

Telles sont les trois equations du mouvement rectiligne et uni- 
forme. 

Quand les coordonnees sont rectangulaires, on a (25) 

p=zv cosa, <7 "^ «» cos p, r -- p cosy, 

V designant la vitesse du mobile dans Tespace, et a, p, 7 les angles 
que sa direction fait avec les parties positives des axes. Les equa- 
ti<ms du mouvement prennent alors la forme 

X =1X^-\'V COSflf . /, 

r =Jo^-<^cosp.r, 
j8 n= z„ -f- f cosy.^. 
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L'^limination de t entre ces trois equations donne 

^ — »y> _ r — r» _ fjul* . 

cos a cosp cosy ' 

ces deux dernieres determinent les projections de la trajectoire rec- 
tiligne sur les plans xOy, xOz, yOz, 

146. Composition de deux mou^ements simultanes, rec- 
lilignes et uniformement varies. — Acceleration du mou" 
i^ement resultant, — Para llelo gramme des accelerations. 
— II est aise de reconnaitre, par un raisonnement tout 
semblable a celui qui a ete fait plus haut , que le moui^e- 
ment resultant de deux mouuements simultanes, recti- 
lignes et uniformement varies, est egalement rectiligne 
et uniformement varie, et que son acceleration est repre- 
sentee en grandeur et en direction par la diagonale du 
paraUeVogramme construit sur les droites qui representent 
en grandeur et en direction les accelerations composantes, 
Reprenons en effet l^fig^ 1 22, dans laquelle nous suppose- 
rons que A et B designent les positions qu'durait au bout 
du temps t le mobile partant du repos, si chacun des mou- 
vements composants existait seul. En designant par 9 et ^ 
les accelerations de ces mouvements, on aura 

2 n 

Au bout du temps £, le mobile occupera le sommet D du 
parallelogramme AOBD et, depuis Torigine du mouve- 
ment, il n'aura pas quitte la diagonale OD, puisque le rap- 
port ^— - = ~ est independant du temps. De plus, comma 

on a 

OD _ AD _ ^ 

0D^~" AD "^P^' 
le mouvement resultant sera uniformement varie. 



TROISIEME PA1LTIE. CnrtMATlQUE ST DYNAMIQXJE. 20S 

Enfin les accelerations des trois mouvements, 

2OA 2 OB 2OD 



sont proportlonnelles aux longueurs OA, OB, OD. Par 
consequent, si Ton represente les accelerations composantes 
par les cdt^s OA, OB du parallelogramme , T acceleration 
r^sultante sera representee par la diagonale OD. 

G. Q. F. D. 

Enfin, de deux mouvements uniformement varies on pas^ 
sera a trois, et a un nombre quelconque, comme on Ta vu 
plus haut pour les yitesses. 

147. Composition de deux mouv^ements simultanes rec^ 
tilignes, Vun uniforme, I' autre uniformement varie, — 
Ici le mouvement resultant n'est plus rectiligne et suit une 
loi moins simple. On a Timage d'un semblable mouvement 
en supposant qu'un corps soit assujetti a descendre, d'un 
mouvement uniformement acceiere, le long du mat d'un 
navire, tandis que le batiment a un mouvement de transla- 
tion uniforme (*). 

Soient Kx la direction du mouvfement composant unifor- 
mement varie ^ Kj celle du mouvement uniforme [fig> i aS)*, 




<y Tjcceieration du premier, a la vitesse du second^ C et E 





(*) L'experieDce montre qu'il n'est pas besoin pour cela d'assujettir le 
corps k descendre le long da mki : il suffit qu'on le laisse tomber en chute 
iibre« Ce fait est compris dans la loi gen^rale du motwement relatif qui sera 
exposee plus loin (151). * 
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les positions qu'aurait le mobile partant da point A, au bout 
du temps t^ si chacun des mouvements composants existait 
seul. 

AC =-©«», AEz=at. 
2 ' 

n est clair que la position reelle du mobile au bout du 

temps t sera le sommet G du parallelogramme ACGE. Mais 

, EG If., 1 

le rapport •— =-> ou — f, n est plus constant^ en sorte que 

la direction de la droite AG, qui joint le point de depart a 
une position quelconque du mobile , change a chaque in- 
stant. La ligne qu'il parcourt, ou sa trajectoire, est done 
curi^iligne. 

Designons AC par x et AE ou son egale GC par j-^ et 
^liminons le temps t entre les expressions de ces deux va- 
riables, il viendra 

? 

Cette equation permettra de construire par points la tra- 
jectoire, en la rapportant aux deux axes Ax, Ajr. C'est 
pourquoi on Tappelle Vequation de la trajectoire. Elle * 
montre que le carre de Tordonnee perpendiculaire a Taxe 
Ax est proportionnel a la distance du pied de cette ordon- 
nee a Torigine A, propriete caracteristique de la parabole. 

Nous reviendrons sur les circon stances principales de ce 
mouvement, apres que nous aurons etudie Taction des 
forces. 
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dix-septi£me et dix-huitiMe lecon. 

Programme. — Loi de Tinertie. — Loi da mouvement relatif (*). — On en 
deduit qu'une foree constante, agissant sur un point materiel qui part 
da repos ou qai est anim^ <]^une vitesse initiaJe de m^me direction que 
la force, lui imprime un mouTement uniformement vari^. — Reciproque. 
— Deux forc^ constantes sont proportionnelles aux accelerations qu'ellps 
produisent, en agissant separ^ment sur un mdme point mat^iel qui part 
da repos ou qui est anim^ d'une vitesse initiale de mftme direction que 
la force. — De la masse. — Sa mesure au moyen du poids. 

148. Loi de Vinertie. — Nous avons pose, au debut de 
la Statique, comme fait experimental, qu'un corps en repos 
ne peut se mettre de lui-meme en mouyement. Nous ajou- 
terons maintenant qu*il ne peut de lui-mSme modifier le 
mouvement qui lui a etc communique, Ces deux resultats 
de Texperience constituent la loi de Vinertie. Pour verifier 
notre derniere assertion, observons ce qui se passe lorsque 
les forces qui font mouvoir un corps cessent tout a coup 
d'agir sur lui : nous voyons qu a mesure que les causes 
retardatrices , telles que le frottement, la resistance du 
milieu, etc., sont attenuees, le mouvement se continue 
de plus en plus et tend a conserver une direction et une 
vitesse constantes. 

D'apres c;gs fails, Tinduction nous conduit a formuler 
cette proposition generale, qui exprime, sous une forme 
precise, la loi de Tinertie : 

Si un point materiel est en repos j il r ester a dans cet 
etat tant qu aucune force nagira sur lui ; sil est en mou- 
vement, sans etre actuellement sollicite par aucune force, 
ce moui^ement sera rectiligne et uniforme, 

Ceci ne veut pas dire que la matiere n'intervient pas 



{*) On admet ces deux lois comme resultats de Texp^rience. 




dans la production du mouvemeiii^ c'est le contraire qui 
est vrai : il r^sulte, en eiTet, de la loi de Tattraction univer- 
selle que les points materiels de tous les corps s'attireut 
mutuellement^ mais chaque point materiel agit sur les 
autres et non pas sur lui-m^me. 

449. II nexiste pas deforce donl Veffetsoit instan- 
tdne. — L'effet d'une force sur iin point materiel exige 
toujours un temps Jini pour se produire. II n'y a pas de 
force dans la nature, quelque grande qu'elle soit, qui puisse 
imprimer instantanement une vitesse finie a un mobile. 
Les forces que Ton appelle improprement instantanees , 
comme celles qui agissent dans les chocs ou percussions, ne 
different des forces ordin aires qu'en ce qu'elles produisent 
des changements considerables de vitesse, pendant des in- 
tervalles assez courts pour que les deplacements de leurs 
points d' application soient negligeables. Mais Faction de 
ces forces a toujours une certaine duree, pendant laquelle 

on doit la consid^rer comme variant d'une maniere con- 
tinue. 

450. Noui^eau point de vue sous lequel on pent const- 
derer la vitesse dans le mou^ement rectiligne varie. — II 
resulte de ce qui precede que, dans le mouvement rectiligne 
varie, il y a necessairement une force qui soUicite le mo- 
bile. C'est a son action continue qu'est due la variation de 
vitesse , et cette variation ne pent 6tre qu'infiuiment petite 
dans un intervalle de temps infiniment petit. Nous sommes 
ain«i conduits a envisager la vitesse acquise au bout du 
temps t sous un nouveau point de vue. 

Soient m la position du mobile au bout du temps (, x sa 
distance a un point fixe O pris sur la droite qu'il decrit ; 
x' sa distance Om' au bout du temps t-hh. ( j: est une fonc- 
tion continue du temps, qui devient x' quand la variable t 
re9oit Taocroissement A.) Soient (/ la vitesse du mouvement 
uniforme qui succ^derait au mouvement varie si, a Te- 
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poqae t, la force venait a cesser d'agir; \f* la vitesse du 
mouvement uniforme qui aurait lieu si la force ne cessait 
d'agir qa'au bout du temps £ + A. Comme riatervalle h 
est aussi petit que Ton veut, on peut regarder la vitesse 
comme constamment croissante ou constamment decrois- 
sante durant cet intervalle \ supposons-la croissante : Fes- 
pace mm^, reellement d^rit, sera evidemment plus grand 
que celui qui serait decrit dans le m&me temps, d'un mou- 
vement uniforme, avec la vitesse v^ et moindre au contraire 
que celui qui serait decrit en vertu de la vitesse \f'\ on 
aura done 

d'ou 



.r' — .r 



v<—r- <«-'; 



si Ton fait tendre h vers z^ro, v' se confond avec c ; et le 
rapport — 7 — j qui n'a pas cesse d*6tre compris entre if et sp\ 
se confond a la limite avec v. Done 

,. xf — r 

V rr: lim — 



• 



Mais lim — -r— est precisement la vitesse d^x deji de- 

finie (134). 

Ainsi il est indiff(^rent de dire, ou que la vitesse h un 
instant quelconque est la derii^ee de I'espace considere 
comme fonction du temps, ou bien qyCclle est la vitesse 
du m.oui^ement uniform^e qui succederait au mouvement 
varie, si la force cessait d'agir a V instant considere. 

Ce qui distingue le second point de vue du premier, c'est 
qu'il fait intervenir la cause du mouvement. Dans le pre 
mier, nous n'avions egard qu'a ^eff^t produit. 

En Physique, lorsqu'on veut verifier la loi des vitesses 
des corps pesants, par la machine d'Atwood, on sait que 

ViKiLLE. — tU de M, 14 
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{'action de la pesanteur est suspendue a Taide d'un curseur 
^vid^ qui arrete le poids additionnel auquel est due I'acce* 
leration da mouvement. Celui-ci devient alors uniforme, 
et c'est sa vilesse qu'on observe. Dans cette experience, la 
vitesse est done consideree sous le second point de vue, dont 
Taccord avec le premier vient d^^tre mis en evidence. 

151 . Loi du mou\^ement relatif. — U s'agit maiutenant 
de determiner la relation qui existe entre la variation de 
la vitesse et I'intensite de la force qui la produit. Cette re- 
lation se deduit d'une loi g^n^rale, qu'il n'est pas possible 
d'etablir a Taide du seul raisonnement. Nous la presen- 
terons comme un resultat de Texperience, confirmee par 
Taccord qui' existe entre ses nombreuses consequences et 
les ph^nom^nes observes. Cette loi, dite du mouuement 
relatif, s'enonce ainsi : 

Si un sy Sterne de points rnateriels libres m, m', m'', . . . 
( fig, 1 26) 5e nieut sui^ant des droites paralleles, avec des 

Fig. 136. 
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vitesses quelconques, constantes ou variables, mais les 
memes ii chaque instant pour tous les points, et que I'un 
d'eux m vienne a 6tre sollicite par une certaine force 
(autre que celles qui produisent le mouvement commun), 
son mouvement relatif sera le m^me que si le mouvement 
commun n exist ait pas. 

Ainsi, soit mA Tespace que la force ferait parcourir au 
point m partant du repos, si elle agissait seule sur lui, dans 
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la m^me direction, pendant un intervaile de temps A; ce 
point ya s'^carter de la figure mobile mm!m" ^ et son ecart, 
ou mouvement relatif, au bout du temps A, sera precise- 
ment egal et parall^le a mA; en sorte que, si la figure s'est 
tratosportde pendant ce • temps en jx/:x'jx". . . , la position 
reelle du point m s'obtiendra en menant j!xa egale et paral- 
lele a mA. Le mobile occupera done le sommet a du pa- 
rallelogranmie ay ant pour c6tes les espaces mA, miL qui 
seraient decrits simultanement, Tun en vertu de la force 
particuliere, Fiautre en vertu du mouvement commun. 

Si le point m etait soumis a Taction simultanee de plu- 
sieurs forces particulieres , on les composerait d*abord en 
une seule (21), et c'est a Teffet produit par cette resultante 
unique que s'appliquerait la loi du mouvement relatif. 

Quand il arrivera que ce groupe de forces soit s^pare- 
ment en equilibre sur le point m pris a Tetat de repos, Tin- 
troduction de ce groupe ne fera pas sortir le point m du 
mouvement commun et n'apportera aucune modification 
a ce mouvemnte. 

152. Extension de la notion d' equilibre, — II suit de la 
que Tidee d'equilibre n'implique pas necessairement Tetat 
de repos du mobile. Si plusieurs forces s'entre-detruisent 
sur un point en repos, elles se detruiront encore en agis- 
sant sur le meme point a Tetat de mouvement, c'est-a-din3 
qu'elles nemodifieront en rien le mouvement qui lui aura 
ete communique par d'autres forces. 

153. Losqu une force agit sur un point materiel deja 
anime d'une vitesse de meme direction que la force, la 
Vitesse au bout d'un temps quelconque est la somme (al- 
gebrique) de la vitesse initiate et de celle que la force est 
capable d'imprimer dans le meme temps au mobile par- 
tant du repos. — Considerons une force F agissant dans 
la direction Ox [fig. 127) sur un point m, (J^ja* anime 

14. 
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d*une vitesse 1^0 de m^ine direction que la force. II resiilte 
de la loi precedente que raccroissement de vitesse qui aura 



Fijf. 127. 
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lieu au bout d*un temps quelconque sera independant de 
la vitesse initiale. En effet, pour revenir a un systeme de 
points materiels, imaginons un ou plusieurs points, tels 
que m\ qui decriraient des droites paralleles a Ox avec la 
vitesse constante v^. Si la force F n'existait pas, le syst^me 
(m, m\ . . .) decrirait d'un mouvement conunun, pendant 
Ic temps t^ Tespace 

Mais, la force intervenant et agissant sur m seul, il resulte 
de la loi du mouvement relatif que la position vraie de ce 
point, au bout du temps £, s'obtiendra en portant, a partir 
de jx, une longueur ^gale a Tespace que cette force ferait 
parcourir au m^me point pendant le temps t, s'il partait 
du repos. 

Designoris cet espace par j^ (*) : la distance du mobile m 
au point fixe O pris sur la droite qu'il decrit sera, au bout 
du temps £, 

Xq designant la distance Om, qui repond a f == o 5 d'ou, en 
prenant les derivees des deux membres, on tire 



(*^) On doit coosid^rer^ comme une fonction de t positive ou oe(ratiTe» 
selon qu#la force F agit dans lesens /ajt, qui est celui de la vitesse initiale f,, 
ou dans le 8#is contraire. 
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Or dtj" exprime (i31) la vitesse que la force F imprimerait 
au point m pendant le temps t, si elle agissait seule sur ce 
mobile partant du repos. * 

La proposition est done demontree. En d'autres termes, 
Veffet de la force est independant du moui^ement anterieu- 
rement acquis, 

154. Mou{fement produit par une force constante. — 
Supposbns que la force a laquelle le point materiel est sou- 
mis soit constante, c'est-a-dire identique k elle-m6me en 
intensite comme en direction. Soit a la vitesse constante 
qu'elle est capable d'imprimer, dans Tunite de temps^ a ce 
point materiel partant du repos* Si v^ est la vitesse initiale 
du m^me point, il resulte de ce qui precede que v^^ + a 
sera sa vitesse au bout de la premiere unite de temps. De 
m^me, la force continuant d'agir, (f^o H-«) 4- « ou i^^ 4- aa 
sera la vitesse du mobile a la fin de la deuxieme unite de 
temps, et ainsi de suite \ s^^-^- at sera la vitesse au bout de 
t unites de temps, a doit &tre consideree comme positive 
ou negative, selon que la force agit dans le sens de la vi- 
tesse initiale ou en sens contraire. Le moui^ement produit 
par une force constante, agissant dans la direction de la 
vitesse initiale, est done uniformement varie. L'accel^ra- 
tion a de ce mouvement est la vitesse que la force est ca- 
pable d'imprimer pendant I'unit^ de temps au m^me point 
materiel partant du repos. Quant a Tespace x parcouru au 
bout du temps t^ il est exprime (135) par Tequation 
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Reciproquement, si le mouvement rectiligne d'un point 
materiel est uniformtiment varie, la force qui le soUicite 
est constante. D'abord il est clair qu'elle a une direction 
constante qui est celle du mouvement lui-m^me : car si, 
a un instant quelconque, sa direction difierait de Alle du 
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monvement, il r^sulte de la loi du mouvement relatif que 
le mobile sortirait de la ligne qu'il a suivie jusqae-la. De 
plus, soif intensite est constante : car les variations de 
vitesse qu'elle produit en temps ^gaux sont egales, et Ton 
sait qu'elles sont independantes de la vitesse acquise. DoAc 
la force est sans cesse identique a elle*m6me. 

II resulte de la qu'un mouvement rectili^e, qui n'est ni 
uniforme ni uniformement vari^ , ne pent ^tre produit que 
par une force d'inlensite variable. 

156. La pesanteur est une force constante. — Quand 
un corps est abandonne librement , dans le vide , a Taction 
de la pesanteur, on sait (137) que tous ses points decrivent 
des droites paralleles, d'un mouvement uniformement ac- 
cel^r^, et que Tacc^l^ration de ce mouvement est indepen- 
dante de la substance dont le corps est forme. Done la 
pesanteur est une force constante, qui agit de la m&me 
maniere sur tous les corps. 

A la verite, nous voyons les diiferents corps tomber dans 
I'air avec des vitesses inegales. Mais cela tient, non a-l'ine- 
galite d'action de la pesanteur, mais a la resistance du mi- 
lieu, qui varie avec la surface du mobile. 

Remarque. — Les points mat^riels d'un corps qui tombe 
dans le vide sont dans les m^mes conditions que s'ils n*e- 
taient pas lies entre eux, mais seulement juxtaposes et sol- 
] icit^s par des forces parallMes , constantes et capables de 
leur imprimer la m&me vitesse dans le m6me temps. La 
resultante de toutes ces forces en nombre infini est egale a 
leur somme , appliquee au centre de gravity du mobile , et 
constitue ce que nous avons appele son poids. L'experience, 
d'accord avec la theorie qui pr^cide, montre que le poids 
d'uQ mobile est le m6me a Tetat de'iiHouvement qu'a Tetat 
de repos. En effet, que Ton suspende un poids au crochet 
d'un dynamomitre et que le systeme soit entrain^ d'un 
mouvefiiegt vertical uniforme, eomme dans la machine 



I 



TROISlisME PAKTIC. CI1|£MATIQIIE ET DYNAMIQUE. 2i5 

d'Atwood, on yerra la flexion du ressort se maintenir con- 
stamment la m&me que dans Tetat de repos de Tappareil. 

156. Proportionnalite des forces constantes aux accele^ 
rations, — Considerons d'abord deux forces constantes/^ 
f\ capable^ d*imprimer separement a un m^me point ma- 
teriel m des accelerations a, a\ Si Ton fait agir ce$ deux 
forces simultanement et dans le m^me sens , il resulte du 
principe du mouvement relatif que T acceleration du mou- 
vement produit par la r^sultante {f-t-f) sera (at -I- a'); 
car, en associant par la pensee au point m un ou plusieurs 
points materiels j!x, fx' animes de la m^me vitesse initiale f^o? 
niais soumis seulement a Taction de la force/*, on yerra, 
d'une part, que Tespace decrit d'un mouvement commun et 
uniforoiement accel^re par le systime (m, jx, |!x', . . .) sera, 
au bout du temps £, 

a 

d'autre part, que le moui^ement relatif de m, ou son ecart • 
du systeme ft, j!x', sera 

2 

par consequent, que Tespace total parcouru par le mo- 
bile m dans le m6me temps sera 

Cp^-f- ~(«^- a')t\ 
et par suite sa yitesse 

Li'accroissement constant de yitesse dans Tunite de temps 
est done a -f- a'. * 

Maintenant, si Ton suppose y^^r/* et, pjar suite, a^=^, 
on yoit qu'une force a/produira une acceleration 2a. Le 
m^me raisonnement s'appliquant a un nombre qudconque 
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de forces egales, on conclut d^ja qu'une force nf produira 
une acceleration na. 

Gela pose, soient F et F' deux forces constantes quelcon- 
ques, <f et f ' les accelerations qu'elles sont capables de pro- 
duire en agissant separement sur un m&me point materiel ^ 
y*une force aussi petite qu'on voudra, commune mesure 
entre F et F', en sorte que Ton ait 

/I, Tz'etant des nombres entiers; enfin soit a Tacceleration 
que produirait la force /"agissant sur le meme mobile. D'a- 
pres ce qui precede, on aura 
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Ce raisonnement subsiste quelque petite que soit la com* 
miuie mesure f] nous pouvons done formuler cette propo- 
sition generale : 

Deux forces constantes sont proportionnelles aux acce- 
lerations quelles produisent, en agissant separement sur 
un meme point materiel partant du repos ou anime d*une 
vitesse initiale de mSme direction que la force, 

157. Cas ou, I'une des forces est le poids mSme du point 

materiel, — Si plusieurs forces constantes F, F', F'', . . . , 

agissant separement sur un m^me point materiel, lui im- 

priment les accelerations 9, ^', ^", . . . , on a', d*apres ce qui 

p^cede, 

F _ F' _ F'" 

~Z IT j^ ' 
? ? ? 
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F 

Le rapport - est done constant pour un point materiel 

donn^. En particulier, si i'une des forces e$t le poids p du 
mobile, Facceleration correspondante sera (137) la quan- 
tite g = 9", 8088, et Ton aura 

d'oA 

S 

Ainsi I'intensite de la force constante qui, agissant 
seule sur un point materiel, est capable de lui imprinter 
une acceleration donnee, est egale au produit de cette ac- 
cSleration par le rapport du poids du mobile au nombre 
g = 9,8088. 

458. De la masse. — Sa mesure au mojen du poids, — 
Unite de masse, — L'experience usuelle apprend qu'un 
na^me effort applique a des corps de m^me mati^re, mais 
de volumes differents, ne leur communique pas le m^me 
mouvement : plus le volume est grand, toutes choses egales 
d'ailleurs, plus la force qu'il faut appliquer au mobile pour 
lui imprimer un certain mouvement est grande. 

On observe de plus que, si les corps ne sont pas de m&me 
niatiere, celui qui a le plus grand volume n'est pas toujours 
celui qui exige le plus grand effort : ainsi la difference 
d'effet ne depend pas seulement du volume. 

On dit vulgairement qu'un corps' a une masse plus ou 
moins grande, selon qu'il faut un effort plus ou moins 
grand pour lui communiquer un mouvement determine. 
Mais cette notion a besoin d'etre precisee pour 6tre intro- 
duite en Mecanique. A cet effet, definissons Vegalite de 
masse et la somme de deux masses. 

Nous dirons que deux points materiels ont des masses 
egales lorsque deux Jorces egales appliquees a ces deux 
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points pris h Vetal de repos, pendant le m^rne temps, leur 
impriment le m^me moui^ement. Cette definition -ne sup- 
pose nullement que les deux points appartiennent a des 
corps formes de la m&me substance materielle. 

Si on lie ensemble, invariablement, deux, trois, quatre, . . . 
points materiels de masses egales, on formera de nouveaux 
points materiels dont les masses seront dites doubles, tri^ 
pies, quadruples, . . . de celle de Tun des premiers. Ainsi 
Ton con9oit deux points materiels dont les masses aient 
cntre elles un rapport num^rique quelconque. 

Nous avons deja dit qu'un corps soUde de dimensions 
finies est Tasssmblage d'un nombre infini de points ma- 
teriels lies invariablement entre eux. En general, quand un 
corps sera form^ de deux autres li^s ensemble, sa masse 
sera dite la somme des masses des deux autres. 

Maintenant remarquons : i^ qu'il resulte de la relation 

que, tant que le rapport ^ ne change pas, la force F, ca- 
pable d*imprimer au point materiel Tacc^leration 9, ne 
change pas non plus, et qu'elle varie au contraire propor- 
tionnellement a ce rapport •, a** que si plusieurs points ma- 
teriels de poids /?, /?', p^' viennent a ^tre lies ensemble pour 

P 

former un nouveau point materiel de poids P, le rapport - 

qui iui correspond est la somme des rapports 

qui correspondent aux premiers points. 

Ces considerations conduisent a prendre, pour mesure 

de la masse d'un point materiel, le rapport — : le sens du 

mot masse en Mecanique sera nettement fixe, sans s'^car- 
ter de Tacception vulgaire. Ainsi la masse d'un point 
materiel serc^ mesuree par le rapport de son poids au 
nombre g qui represente l' acceleration de la pesanteur. 



T&OISIEME PAHTIB. — CtJr^XATIQVE ET DYNAMIQUE. Sip 

Et comme les poids de tous les points materiels dont se 
compose un corps de dimensicms finies s'ajoutent pour for- 
mer le poids du corps, la masse d'un corps quelconque sera 
mesuree par le rapport de son poids au nombre g. 

D'un lieu du globe k un autre, p et g varient pour un 
m6me point materiel^ mais leur rapport, ou la masse du 
point, reste invariable. 

D'apres cette definition, et vu le choix deja fait du kilo- 
gramme pour unite de poids, V unite de masse sera la masse 
d'un poids dont le corps est egal a g kilogrammes, c'est- 
a-dire 9^^,8088 (a TObservatoire de Paris). On peut dire 
encore que cette masse est celle de 9,8088 decimetres cubes 
d'eau distillee, prise au maximum de densite. 

Remarquons que ce nombre g represente, suivant qu'il 
est rapporte au metre ou au kilogramme, Tacc^leration due 
a la pesanteur, ou le poids de Tunite de masse. II sert de 
mesure a Tintensite de la pesanteur en chaque lieu. 

Dans le m^me lieu, les masses de deux corps sont pro^ 
portionnelles h leurs poids. 

Ce qui distingue en Mecanique les corps homogenes des 
corps heterogenes, c*est que, dans les premiers, des vo- 
lumes egaux renferment des nombres egaux de points ma- 
teriels, egalement pesants ou ayant des masses egales^ tan- 
dis que, dans les seconds, les points materiels, toujours 
egalement pesants, nc sont plus repartis en m^me nombre 
sous le m^me volume. 

Remarque, — La division de la masse d*un corps en une in- 
finite de points materiels infiniment petits suppose qu'il est form^ 
d'une mati^re continue, ce qui n'a pas lieu dans la nature : les 
corps naturels sont en effet composes de molecules materielles 
disjointes, et separees les unes des autres par des intervalles vides 
de mati^re ponderable. II semble done qu'il y ait ici contradiction. 
Mais il faut remarquer que ces molecules ^chappent par leur ex- 
treme petitesse k tous nos moyens d'observation ; en sorte que 
rien n*empedie de concevoir les corps de la nature comme divises 
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en parties mat^rielles de grandeur Jinie, qui renfermentdesnombres 
immenses de molecules et qui n'aieat encore que des dimensions 
insensibles. Ce sont ces dernieres parties materielles que Ton regar- 
dera comme repandues dans la totalite du volume, et qu'on trai- 
tera des lors comme des elements de masse infiniment petits. Nous 
n'approfondirons pas davantage cette difficulte, qui exigerait, 
pour etre completement levee, des developpements empruntes au 
Calcul integral. 

159. Cos d'un mobile de dimensions Jinies , dont tous 
les points decriuent des droites paralleles . — Jusqu'a pre- 
sent il ne s'agit que d'un point materiel*, mais les con- 
clusions pr^cedentes s'etendent a un corps d^ dimensions 
finies, dont tous les points decrivent des droites paralleles 
avec des vitesses egales. En effet, considerons des points 
mat^riels libres, de masses egales, et tous soUicites par des 
forces constantes, egales et paralleles. Ces points pren- 
dront un mouvement commun uniformement varie et, 

pour chacun d'eux, Tequation F == 9 ~ sera satisfaite. Puis- 

que ces points conservent constamment les m^mes positions 
relatives, il est clair que leur mouvement commun ne clian- 
gera pas s'ils viennent a Atre lies entre eux d'une maniere 
invariable. Mais alors on pourra regarder ce corps solide 
comme sollicite par une force unique, resultante de toutes 
les forces eldmentaires. Cette resultante sera egale a leur 
somme et appliquee au centre de gravite du corps. Si on la 
designe par R, et par P la somme des poids p de tous les 
points inateriels ou le poids m^me du corps, on aura 



S 



Reciproquement, si un corps de figure invariable est sol- 
licite par une force unique, constante et appliquee a son 
centre de gravite, tous ses points decrirout, d'un mouve- 
ment uniformement varie, des droites Egales et paralleles 
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a la direction de la force. En effet, on peut concevoir le 
corps comme partage en une infinite de points mat^riels, 
de masses ^gales, anxqaels seraient appliquees des forces 
egales et parall^ies, ayant pour somme la force appliqu^e 
au centre de gravite. L'accel oration ff de ce mouvement sera 
liee a la force et au poids par la relation precedente. 

Comme application, considerons un corps, du poids de 
lOO kilogrammes, qui repose sur un plan horizontal, et 
supposons les surfaces de contact assez polies pour que le 
frottement soit n^gligeable. L'effet de la pesanteur sera de- 
truit par la resistance du plan. Cherchons quelle sera la 
iov4^e qui, appliquee au centre de gravite du mobile et pa- 
rallele au plan, communiquera a tons ses points une vitesse 
donnee, de 4 metres par seconde, par exemple : Tintensite 
de cette force, exprimee en kilogrammes, sera 

160. Expression des forces constantes en ayant egard 
aux masses. — Si Ton pose 

P ^ im 

8 S 

Texpression des forces F, R deviendra 

(l) F::ir/7J^, Rm/Wij>, 

et ces resultats s'enonceront ainsi : 

Vintensite d^ une force constante a pour mesure^le pro' 
duit de la masse du mobile par V acceleration quelle lui 
im^prime. 

n entre dans I'equation F = /wy quatre grandeurs difle- 
rentes : longueur, temps, force et masse. Quant a Pacce- 
leration on a la vitesse acqttise dans Funite de temps, ce 
n'est pas une grandeur sui generis : elle se ramene aux 
ilnites de longueur et de temps. Nous avons deja adopte 
pour ces deux unites le metre et la seconde, et nous venons 



de fixer i'unite de masse. D^ lors I'unite de force n'a plus 
rien d'arbitraire : ce doit &tre la force qui, appliquee a 
Funite de masse, lui imprime dans I'unite de temps une 
vitesse egale a Tunite de lon^eur. Or Tequation 

donne, quand on y pose 

y m I et m = I on p :=: g^ 

p _- |kg. l»mii|;^ ^e force en Dynamique n*est done autre 
que le kilogramme, c'est-a-dire la m^me unite a laquelle 
nous avions deja rapporte toutes les forces dans la Sta- 
tique. 

Dans ce qui va suivre, nous nous bornerons a conserver 
Tune des equations ( i ) 

en entendant que la force F est appliquee, soit a, un point 
materiel, soit au centre de gravite d'un corps solide de di- 
mensions finies dont tous les points decrivent des droitcs 
parall^les. 

Corollaires. — I. L'acceleration cp restant constante, si 
la masse m varie, la force F varie proportionnellement. 
Done deux forces constantes, qui appliquees a deux masses 
differ entes leur impriment une meme acceleration, sont 
enlre elles comme ces masses. 

II. La force F restant constante, si la masse m varie, 
Tacc^leration (f variera 6li raison inverse de m. Done, si 
une meme force constante agit successis^ement sur des 
masses dijfferentes, les accelerations des moui^ements 
quelle produit sont en raison immerse des masses. Ce co- 
roUaire trouve son application dans Tetude des lois de la 
chute des corps au moyen de la machine d'Atwood. Si Ton 
designe par m la masse de Tun des deux poids egaux qui sc 
font equilibre, par [t. la masse du poids additionnel, et par Of 
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racceleration du mouvement imprime par ce point a la 
masse totale 2 m 4- fx, on a 
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Le rapport de(fkg pent ainsi 6tre reduit autant que Texige 
la commodite de Tobservation. 

in. En general, deux forces constantes sont entre elles 
comrtie les produits des masses aux centres desquelles elles 
sont appliquees , par les accelerations qu elles leur im- 
priment. 

161. // nexiste pas de corps absolument fixe . — On 
vient de voir que les vitesses des mouvement^qu'une m&me 
force imprime a des masses difierentes, en agissant sur elles 
pendant le m^me temps, sont en raison inverse des masses, 
n en resulte que, si la masse d'un corps est tres-conside- 
rable par rapport a la force motrice qui lui est appliquee, 
la vitesse du mouvement produit sera extr6mement petite, 
sans 6tre jamais nulle, Tel sera , par exemple, le cas d'un 
mobile faisant corps avec la masse du globe terrestre et 
soumis a une percussion ordinaire. II n'existe done pas de 
corps absolument inebranlable on fixe, Quand il nous arri- 
vera de regarder des points, ou des axes, ou des plans comme 
fixes, nous voudrons seuleQient dire que, sous Taction des 
forces considerees, ces points, axes ou plans ue peuvent 
recevoir que des mouvements insensibles et negligeables. 

Ij82. Quantize de mous^ement. s*- On remplace quelque- 
fois, dans les propositions pr^cedentes, les accelerations 
par les ^vitesses que les forces constantes font acquerir aux 
mobiles partant du repos, pendant un meme interualle de 
temps quelconque, Cela est permis, car ces vitesses sont 
^videmment proportionnelles aux accelerations. 

Le produit de la masse d'un corps par sa vitesse a recu 
le nom de quantite de mouuement, d'ou cet enonce, qui 
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n'exprime au fond rien de nouveau : Deux farces con-- 
stantes sont entre elles comme les quantites de mous^ement 
quelles produisent dans le m^me temps. 

163. Mous^ement d'un corps pesant sur un plan incline 
(abstraction faite du frottement). — Soient a rincllnaison 
du plan sur Thorizon , p le poids d'un point quelconque m 
du mobile : cette force se decompose en deux, Tune p cos a 
perpendiculaire au plan incline, Fautre p sina parallele a 
ce plan. Concevons que la m&me decomposition ait ete faite 
pour toutes les molecules du corps pesant. Les composantes 
p cos a n'auront d'autre effet que d'appuyer le mobile contre 
le plan : elles produiront, en s'ajoutant, la pression totale 
que le plan supporte et d^truit par sa resistance. Les com- 
posantes p sina produiront le glissement de chaque mol^- 
cule, parallMement au plan. L'acceleration f de ce mouve- 
ment sera donnee par la proportion (157) 

<p 7^ sina , 

- = ? dou 9z=zg^moL\ 

S P 

elle sera done une fraction constante de Tacceleration g qui 
a lieu dans le sens vertical. Ainsi les lois du glissement 
seront les m^mes que celles de la chute libre des corps pe- 
sants^ seulement le mouvement, etant aussi ralenti qu'on 
voudra, se pr^tera mieux aux observations. 

Ces considerations legitiment le procede experimental 
imagine par Galilee pour determiner les lois de la chute 
des graves. 

Si le mobile part d» sommet 6 du plan incline BC 
(fig» 128), sans vitesse initiate, on aura la vitesse acquisc 
et Tespace decrit, a un instant quelconque, en remplacant 
dans les formules du n^ 136 la constante a par g sina : il 
viendra 

V z= gt sma.^ x=z ~^sma/*, 

d'ou 

i^' =3 ag'.r siaa. 
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Or X sma tt'est autre que la projecliou vertkale BD de 
i'espaee decrit Bm^ done 

ce qui montre que la vitessc a un instant quelconque est la 
mfeme que si le mobile etait tombe en chute libre d'une 

Fig. 138. 




hauteur egale a la projection verticale de Tespace qu*il a 
decrit le long du plan. II n'en faut pas conclure que le 
temps necessaire au mobile pour glisser de B en m est egal 
a celui qu'il mettrait pour tomber verticalement de B en D : 
le rapport du premier au second est celui de i a sin a. 

Si le mobile, en partant du point B, est anime d*une 
yitesse initiale f^© dirigee suivant BC, on trouvera aisement 
que Tequation precedente se change en 

164. De racceleration consideree sous un nouveau point de vue, 
— Mesure des forces dUntensite variable dans le mouvement recti- 
ligne. — Lorsqu'on a egard k Paction des forces dans ie mouvc- 
ment rectiligne, Tacceleration a un instant quelconque peut etre 
envisagee sous un nouveau point de vue , qui va nous conduire a 
la mesure des forces d*intensite variable. 

Considerons un point materiel anime d'un mouvement rectiligne 
varie quelconque. Ge point est necessairement soUicite par une force 
d'intensite variable (ISA). Nous adoiettrons qu*au moment consi- 
dere cettte force varie d'une maniere continue, c*est-a-dire qu'elle 

TiEiLLE. — tL de M, 1 5 
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ne passe pas bmsquenient d'une valeur k une autre. Soient v la 
vitesse acquise au bout du temps /, v^ la yitesse au bout du temps 
t-hh'fff Tacceleration du mouvement uniformementvarie qui suc- 
cederait au mouvement considere, si, k partir de Tepoque t^ la force 
conservait constamment I'intensite qu'elle a ^ cet instant; cp' Tacce- 
leration du mouvement uniformement vane qui aurait lieu si la 
force ne devenait constante qu*4 partir de Tepoque t -\-h, Comme 
h est aussi voisin de zero que Ton veut, on pent supposer que Tin- 
tensite de la force soit constamment croissante ou decroissante du- 
rant cet intervalle. Supposons-la croissante* 

L'accroissement </ — v de vitesse, qui a reellement lieu, sera evi- 
demment plus grand que Faccroissement ^h qui serait produit 
dans le mdme temps par la force agissant avec sa plus faible 
intensite, et plus petit au contraire que 7' A. On aura done, en 
divisant les trois termes par A, 



p' V 



si h diminue indetiniment, f ' se confond avec ^ , et il vient 

v' — V 
yrrzlim— T— » 



pour A = o. 



if' — i> 



Mais Km — 7 — est precisement V acceleration dfV deja definie 

(139). Done il est indifferent de dire, ou que V acceleration a un 
instant quelconque, flans le mouvement recti ligne varie, est la 
derivee de la vitesse considSree comme f one t ion du temps, ou bien 
quV//c eH V acceleration du mouvement uniformement -varie qui 
aurait lieu, si la force consen^ait constamment I * intensite qu'elle a 
a cet instant. 

On remarquera Tanalogie parfaite qui existe entre ces deux ac- 
eeptions que Ton pent attribuer a Tacceleration et celles que 
nous avions deja trouvees pour la vitesse dans le mouvement rec- 
tiligne varie •( 1 50 ) . 

II resulte immediatement de i^ et de la mesure des forces con- 
stantes (160) que I'intensite d'une force vai'iable a pour mesure 
a chaque instant le produit niif de la masse du mobile par I'aoce- 
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leration qui a lieu a cet {nstant. Tout oe qui distingue ce tas de 
celui dune force ccmstante, c'est qu'ici Tacc^eration f est une 
quantite variable^ deriv^ de ia Titesse consideree comme fenction 
du temps* 

165. Recapitulation des formules du mouvement rectiligne. — 
£n desigaant par F la force appUquee au point dont la masse est m , 
par X Tespace parcouru au bout du temps t^ ou mieux la distance 
du mobile k ua point fixe pris sur la droite qu*il decrit, et par d^ x, 
dl X les derivees premiere et 'seconde de cette fonction du temps ; 
par p et f la vitesse et Tacceleratiou qui ont lieu h. Tepoque ^ et 
par dt la derivee de w par rapport au temps, on a 

if:zz:dtP = dl Jt, 

F z=z mff = m d, V = m di Xy l m =: — j • 

Telles sent les formules usuelles du mouvement rectiligne. 

Si, h un certain instant, la force F change brusquement d'inten- 
site, ce qui n'emp^chera pas la vitesse v de rester une fonction 
continue du temps (149), on partagera le temps t en plusieurs 
intervalles dont les limites seront marquees par les instants de 
discontinuite de la force : les formules 

ffz=:zdtVy Y =^mdttf 

seront applicables dans toute I'etendue de chacun de ces inter- 
valles; seulement, quand on passera d'un intervalle au suirant, 
on devra tenir compte du changement brusque survenu dans la 
valeur de F. 

Quand on ne consid^re qu'un seul point materiel en mouve- 
ment, rien n*emp^che de prendre sa masse m pour unite : cela 
simplifie Tecriture des equations. Le poids p du mobile devient 
alors le nombre g, et Ton a F = «. 

Quand Tespace x est donne en fonction du temps , la vitesse et 
la force h. un instant quelconque s'en deduisent simplement par 
les regies du calcul des derivees. 

Mais, d*ordinaire, ce n'est pas ainsi que la question se pose : 

If). 
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c'est Tacoeleration f qui est donn^ en fonction da temps f, on de 
I'espace x, ou dela ritesse p, oh m^me de ces variables combinees. 
et il s^igit d'en dednire les expressions de p et de :r en fonction 
de t. La resolution complete de ce probl^me exige Temi^oi du 
Calcul integral et des series. 

166. De la reaction egale et contraire a l' action. — 
Lorsqu'un corps est mis en mouvenient, rexperience montre 
que V action de Tagent moteur sur le corps est toujours 
accompagnee d'une reaction , egale et contraire , du corps 
sur le moteur. 

Supposons, par exemple, qu'un poids soit suspendu au 
crochet d'un dynamomitre tres- sensible, et qu'a Taide 
d'une cordc inextensible attachee a Tanneau on imprime a 
ce poids un mouvement vertical, uniformement accelere. 
On verra le dynamometre accuser, pendant toute la duree 
du mouvement, une flexion constante, superieure a celle 
que produit le poids a Tetat de repos. Le ressort est done 
tire a chaque instant par deux forces egales et contr aires : 
Tune dirig^e de bas en liaut, qui est Yaction du moteur, 
I'autre dirigee de haut en bas, qui est la reaction du mo- 
bile. 

Dans cette experience la force motrice est constante. 
Soient F son intensite, P le poids mobile (y compris celui 
du ressort auquel il est attache), cp Tacceleration du mou- 
vement et V la vitesse au bout du temps f ; on a 

^ ^ P 
S 



d'ou 
et 



=(^■) 



=(!-.) »'. 



C'est Texcis de F siu* P qui produit Tacceleration. Si le 
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mouvement devient uaiforme, on a cp s=:o, et par suite 
F :=: P. Le dynamojKietre repreud alora la m&iiie flexion 
qu'a Tetat de repos ou d'equilibre, e'est-a-dire celle ^ui est 
produite par \e seul poids P. 

L'egalite entre Taction et la reaction subsiste aussi pour 
une force d'intensite variable; car on pent considerer a 
cliaque instant Fintensite actuelle de la force comme de- 
meurant coustante pendant un intervalle de temps infini- 
ment petit. 

Enfin on etend cette loi aux actions mutuelles de tons 
les points materiels, m^me lorsqu'il n'existe plus entre eux 
de liens physiques susceptibles de manifester la reaction, et 
on la formule ainsi : 

Toutes lesfois quun point materiel m agit sur un point 
m', pour lui imprinter une certaine quantite de mous^e^ 
mentj w! reagit sur m pour lui imprimer une quantite de 
mousfement egale et contraire. 

11 en est de cette loi generale commo, des autrcs que 
nous avons deja posees, bien qu'imparfaitement etablies 
par Texperience directe. Leur verite est confirmee par 
Taccord constant qui existe entre les consequences de la 
theorie et les nombreux phenomenes observes. 

167. Du cas ou la vitesse initiale du mobile na pas la 
mSme direction que la force, — Nous avons admis jus-' 
qu'ici que la vitesse initiale du mobile etait de m^me di^ 
rection que la force et que celle-ci demeurait invariable. 
S'il en est autrement, le mouvement cesse d'etre rectiligne. 

On pent toujours composer en une seule toutes les forces 
qui agissent a un instant donne sur le point materiel. La 
grandeur et la direction de cette resultante varient en ge- 
neral avec le temps \ mais, si Ton con9oit le temps partage 
en intervalles infiniment petits, il est permis de considerer 
la resultante comme constante de grandeur et de direction 
pendant chacun de ces instants, et comme variant seule- 
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ment d'un instant au suivant. Cela pose, il resulte des lois 
de I'ineitie et du mouvement relatif que, pour determiner 
les positions suecessives du mobile, il faudra composer a 
chaque instant deux mouvements simultan^ rectilignes, 
savoir : le mouvement uniforme, qui aurait lieu dans le 
sens de la vitesse initiale ou acquise si la force n'existait 
pas, et le mouvement uniformement varie que la force im- 
primerait dans un intervalle infiniment petit, suivant sa 
propre direction, au mobile partant du repos. Nous avons 
deja montre dans un cas particulier (147), et sans faire 
intervenir la force, comment la composition de ces deux 
mouvements simultan^s conduisait a une trajectoire curvi- 
ligne. 

168* Formules generales du mouvement d'un point dans I'espace. 
— Nous aliens completer ces premieres notions, en donnant les 
formules generales du mouvement d'un point dans Tespace. 

Projetons a chaque instant le mobile sur trois axes rectangu- 
laires Ox, Ojr^ Oz, comma dans le n° lii; chacune des coor^ 
donn^es x^ y^ z est une fonction continue du temps t^ compte 4 
partir d'une epoque con venue, et Ton peut poser 

(i) ^^f[t). r=?(Oi « =+(0- 

Qoand ces fonctions/, f , ^ seront connoes, toutes les circon- 
stances du mouvement seront evidemment determinees. Or cha- 
cune des equations (i) est celle du mouvement rectiligne d*un mo- 
bile fictif qui decrirait I'un des axes, de maniere a etfe constamment 
la projection du mobile reel sur cet axe. Ainsi la determination 
complete du mouvement d'un point dans Tespace revient k celle 
de trois mouvements rectilignes, qui sont ceux des projections du 
mobile sur trois axes fixes. 

L' elimination de t entre les equations (i) foumira deux equa- 
tions en x^ y^ z, qui seront satisfaites pour les coordonnees de tons 
les points de la trajectoire, et pour ces points seulement. Ces 
deux equations, faisant connaitre les valeurs de ^ et de 2 qui cor* 
respondent k une valeur quelconque de x, permettront de con* 
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struire la trajectoire par points. On les appelle les equations de la 
trajeetoire. 

La grandeur et la direction de la vitesse du mobile et de la force 
qui le sollicite k un instant quMconcpe sont ^demment liees aux 
fonctions de t^ que .r,^, z representent/de sorte que, cellcs-ci etant 
connues, les autres puissent s'en deduire. Ge sont ces relations que 
nous allons etablir. 

Vitesse. — Si, a un instant donne, la force cessait d'agir, le 
mobile prendrait, d'apres la loi de I'inertie, un mouvement recti- 
ligne et uniforme. On est naturellement conduit a appeler vitesse 
du mouvement curviiigne k Tinstant considere la vitesse de ce 
mouvement rectiligne et' uniforme, qui succide au premier et le 
continue, des que Taction de la force est suspendue. On va voir 
au surplus que cette definition s'accorde parfaitement avec oelle du 
nn34. 

£n m^me temps que le mouvement devient rectiligne et uni* 
forme dans I'espace, les mouvements rectilignes des trois projec- 
tions sur les axes deviennent uniformes (1 &•&•), et leurs vitesses 
sont les projections de la vitesse v du mobile reel, c*est-a« 

dire (145) * 

f'cosa, i'cosp, CC0S7, 

a, p, 7 designant les angles que sa direction fait avec les axes. Mais, 
puisque .r, y^ z sont les espaces decrits par ces memes projections 
jusqu*au moment ou la force cesse d'agir, leurs vitesses respectives 
sont exprimees au m^me instant (150) par les derivees 

dt^i dtXf dtZ. 

A cause de la continuity du mouvement, ces trois expressions 
doivent coincider respectivement avec les preced^ntes. Done 

tf cm a = rf/.r, If cos p === dtX^ «' cosy = diz, 
d'oii 

(2) ^ = \/{dixy'^(d,yy^{d,zY, 

et 

/ov ^t^ ^ dtY dtZ 

13) cosa= — 9 cos6=— ^> C0S7 = — • 
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Ces relations feront connattre a chaque instant la grandeur et la 
direction de la vicesse. Nous les appliquerons plus loin au mouve- 
ment parabolique. 

D'apres des fonnules propres au Calcul differentiel, et qui ne 
peuvent trouver place ici, on demontre que la valeur (2) de p ne 
difiere pas de la derivee de Tare s decrit par le mobile au bout du 
temps t ou dtSy et que les valeurs (3) de cos a, cosp, cosy se con- 
fondent avec celles des cosinus des angles qne la tangente a la tra' 
jectoire fait avec les axes. Ainsi est etablie la concordance entfe les 
notions que nous avions donnees sur le mouveftient curviligne, en 
nous fondant uniquement sur des considerations de limites et le 
point de vue sous lequel nous venons d*envi^ager la vitesse. 

Force. -^ La force qui soUicite le point m au bout du temps r 
peut ^tre remplacee par ses trois composantes X, Y, Z, paralleles 
aux axes Oo;, O/, O2; rempla9ons de meme la vitesse dont le mo- 
bile est anime a cet instant par les trois composantes dfX, dty^ dfZ. 
Puis supposons que les composantes de la vitesse et de la force 
suivant Taxe 0.r soient supprimees, pendant IHntervalle de temps 
infiniment petit qui va suivre, de mani^re que le point ne se meuve 
plus qu'en vertu des deux composantas de la vitesse et de la force 
paralleles aux axes Oy et 0». Dans cette hypothese, le mobile de- 
crira evidemment un element de courbe plane, compris dans le plan 
paralieie k yOz mene par la position qu*il occupait au' commen- 
cement de rinstant considere. Concevons maintenant un systeme 
de points materiels jx, p', . . . anim^ de ce mouvement : si Ton 
retablit sur le point m Taction des composantes supprimees, le 
mobile s'ecartera seul du mouvement commun ; et ce deplacement 
parallele a I'axe Ox ne sera autre que le mouvement de la pro- 
jection du mobile, sur cet axe. Or, d'ajA-es le principe du mouve- 
ment relatif, ce deplacement doit etre le meme que si le mouvement 
commun n'existait pas. Done hi projection du mobile fur V axe Ox 
se meuty a chaque instant , comme si la composante de la force 
parallele a cet axe agissait seule avec Vintensite qui lui estpropre 
au m^me instant. On peut done appliquer a ce mouvement rec- 
^iligne les formules du n® 165< £n designant par m la masse du 
mobile, on aura 
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De m^e, pour les moav^ments des deux autres projectioxis, 

on aara 

Y=zmdlyy Z = mdtZ, 

Telles soDt les trois equations fondamentales du mouvement curvi^ 
ligne. Associees a celles que nous avons etablies plus haul pour la 
Vitesse, elles fournissent Ui solution de toutes les questions que Ton 
pent se proposer sur le mouvement d'un point dans I'espace. 

169. Application des principes precedents au mouvement para- 
bolique da projectiles dans le vide. — Supposons qu'un projec- ' 
tDe pesant soit lance avec une vitesse «, inclinee d'un angle a sur 
Thorizon, et que la resistance de Tair soit n^gligeable. Soient OA 
[fig. 129) la direction de cette vifesse, f> le point d» depart du 
mobile que nous reduisons k un simple point materiel {*)^ OF la 
verticale suivant laquelle agit la p^santeur avec une intensite con-' 
stante, mesuree par Tacceleration ^ = 9™, 8088. 

II est Evident que le mobile ne sortira pas du plan vertical FOA. 
Pour determiner la trajectoire, nous rapportcrons ses divers points 
a deux axes traces dans le plan, Thorizontafe 0;c et la verticale Oy 
dirigee en sens inverse de la pesanteur. 

Si Ton veut appliquer les equations generalds du num^ro pre- 
cedent, on remarquera que Ton a 

X=o, y = — mg, Z=±o et z = b. 

Ges Equations se reduisent done k 

dlxz=zo, diyz=z — g. 

On en tire « 

dix=zc, dtyz=i'-*gt'\'c\ 

c et c* etant deux constantes arbilraires. Ces constantes repr^sen- 



{*) On demontrera, darns an cours plus eleyd, que, quelles que soient 
les dimensions du corps, le mouvement de son centre de grairite est le m^me 
que celui d*un point materiel pesant, ou toute la masse du mobile serait 
concentree, et ou la vitesse inltiale et les forces seri^nt trausportees paraU 
Ulemfint k ellearinftmes. 
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tent etideoiiiieiit les com^osantes de la vilesse initiale suivant les 
axes O^ et Oj, c'est-it-dire 



On a done 



a cos a, asm a. 
dfX = a cos «, dtX = a sin a — gt. 



Enfin, remontant aux fonctions primitives x et /, il vient 
X = at cosa, J =r afsma g^. 

Ici nous n'ajoutons pas de constantes, parce que, pour t z=o, 
on doit avoir a? = o et j- = o. 

Mais, sans supposes connues les equations generales du mouve- 
ment, on parvient aox memes resultats par le raisonnement sui- 
vant, qui n'exige que la connaissance de la loi du mouvement 
relatif(151). 

£n vertu de la vitesse initiale seulie, si la pesanteur n'agissait 
pas, le mobile parcourrait d'un mouvement uniforme, au bout 
du temps r, Tespace OB ■=iat\ en vertu de la pesanteiu* seule, sans 
vitesse initiale, il tomberait suivant la verticale^ pendant le meme 
temps, de la quantity 

* 
done le mobile occupera au bout du temps t le somraet m du pa- 



Fig. 139. 



VI 



H - - 




G 



vi 



■^.' - 




yr-'-^ i I 



rallelogramme B0Gi». Gela pose, si Ton prc^onge Bm jusqu'k la 
rencontre de Taxe Ox en P, el que Ton designe OP par jc, mP 
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par/, on aura 

xz=z a^cosa, 

y=BP — Bw = ar8iqa gt^, 

2 

comme ci-dessus. 

Ces expressions de or et de j determinent completement les mou- 
vements rectilignes des projections P et Q du mobile sur les deux 
axes. On voit que la projection P parcourt Thorizontale Ox avec 
une Vitesse constante a cos a, qui n*est autre que la projection sur 
cet axe de la vitesse initiale a. En m^me temps, la projection Q 
parcourt la verticale Oy d'un mouvement uniformement retarde, 
dont la vitesse, au bout du temps f, est la deriv^ de la fonction j^ 
par rapport au temps, c'est-a-dire 

a sin a — gt, 

Ces resultats pouvaient etre prevus, d'apres ce qui a ete dit 
( 141 et 1 42) sur k composition et la decomposition des vitesses. 
En effet, la vitesse initiale a pent ^tre remplacee par ses deux 
composantes a cos a, a sin a dirigees suivant Ox et Oy\ La pre- 
miere determine seule le mouvement de la projection horizontale 
du mobile. La seconde se combine avec Faction exercee en sens 
contraire par la pesanteur, pour determiner le mouvement de la 
projection verticale. La vitesse v du mobile, au temps t, sera donnee 
en grandeur et en direction par les formules generales du numero 
precedent 

V = ^{d^xY -{-[dtxY = \/«^ — aag'^sina -f- g^t^, 

ou 

V = sja" — 2 gjr, 

et 

. acosa 

9 cos A = ) 

\ designant Tinclinaison de la vitesse sur T horizon. 

Le mobile s'^levera au-dessus de Thorison tant que la vitesse 

de sa projection verticale sera positive, c'est-Ji-dire tant que Ton 

aura 

amkoi'^gt. 
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Le maximum de hauteur repond au temps 

a sin a. 

g 

et les valeurs correspondantes de x etjr sont 

a^ sin a cos a a^ sin' a 



-» Ji — 



La valeur de (^ se reduit alors a sa composante horizontale a cos a. 

Pour simplifier ces resultats et ceux qui vont suivre, on intro- 
duit la hauteur de chute h qui correspond a la vitesse initiale ( 137 ) ; 
en posant 

il vient 

aTi=: k sin 2a, jr^-^k sin^a. 

Ces valeurs fixent la position du point le plus haut S de la trajec- 
toire. Pour a = 4^ degres, on a 

h 

Le projectile, lance sous un angle de 45 degres, s'eleve done a 

une hauteur moitie de celle qu'il atteindrait s'il etait lance dans la 

verticale. 

Le temps continuant a croitre, le mobile se rapproche de Tho- 

rizon, et il I'atteint en un point D pour lequel x = o, c'est-a-dire 

au bout du temps 

^ 2asina 

temps double de ©. II emploie done le meme temps pour redes- 
cendre que pour monter. La valeur correspondante de x est 

on Tappelle V amplitude du jet, £lle est double de la distance OI 
qui repond au point le plus haut. La vitesse v se reduit a a 
pour 7 = 0. Elle est done la m^me qu'au point de depart; et 
Tangle sous lequel le projectile atteint Thorizon ayant pour cosinus 
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41 COSft 

ziz: COS a est le meme que Tangle de projection. L*am- 

plitude du jet ne change pas quand on change a en 90** — a : 
il y a done deux directions, faisant avec Thorizon des angles com- 
pl^mentaires, suiyant lesquelles le mobile lance avec la m^me vi- 
tesse atteindra Thorizon au m^me point. 1j& maximum d* amplitude 
du jet repond i a = 45 degres, et il est egal a 2^, c*est-4-dire 
double de la hauteur due ^ la Vitesse inittale. 

Pour avoir Y equation de la trajectoire^ on ^liminera t entre les 
expressions gen^rales de x et de y^ et il viendra 



^ = .rtanga — 



x^ 



4^cos*a 

C'est Tequation d'une parahole qui a pour sommet le point S, 
pour axe la verticale SI, et dont la tangente k Torigine O a m^me 
direction que la vitesse initiale (*). 

Parahole de sdrete, — Nous avons vu qu'avec une vitesse ini- 
tiale de grandeur donnee 1' horizon pent Stre atteint sous deux 
directions. 

En general, un point determine du i)lan sera attemt en lancant 

le meme projectile avec une* meme vitesse, suivant deux directions 

dlfferentes. En effet, prenons pour inconnue dans I'equation prece- 

dente la valeur de tang a, qui repond i un systeme de valeurs 

(.r', j^-') attribuees jk x^Xy\ nous aurons I'equation du second 

degre 

x'^ tang'a — ^hx} tanga -4- (.r'* -+- 4^j) = ^ , 



C^) En chassant le denominateur et completant le carre du bin6me form^ 
par les termes en or, on donne a I'equation la forme 

(x — 2 A 8inaco8ay= 4Acos'a(A ain'a — ^); 
d*ou Ton voit qu'en fosant 

a: = aAsina cosa-i-X, ^^Asin^a — Y, 

il vient 

X*=:4Acos'a.Y. 

Sous cette forme la propriete caracteristique de la parabole est en evidence. 
Le changement des variables x, ^ en X, Y a eu pour effet de transporter 
Vorigine des axes du point O au sommet S et de changer le sens des jr po- 
sitifs. 
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d'oii 

tanga = ^ zh i ^p^^TpTZT^i. 

Si done on a 

ii y aura deux valeurs reelles de tang a, et, par consequent, deux 
directions sous lesquelles on atteindra le point (ar', y). 
Si Ton a au contraire 

le probleme sera impossible : le point donn^ ne pourra etre atteint 
sous aucune direction. 
Enfin, si Ton a 

les deux directions se reduiront a une seule. Cette derniere equa- 
tion convient a une infinite de points du plan, puisqu'en prenant 
k volonte x' on en tire une valeur corresjSondante pour y, EUe 
represente une parabole qui a pour axe la verticale Ojr, et dont 
le sommet est k la hauteur OH =:h. 

Cette courbe a recu le nom de parabole de sarete, parce qu*elle 
est la ligne de demarcation entre les points du plan qui peuvent 
^tre atteints par le projectile sous deux directions differentes et 
ceux qui sont garantis de toute atteinte. 

170. Cas le plus simple du choc des corps. — Deux spheres 
homogenes, dont tous les points decrivent des droites paralleles a 
la ligne qui joint leurs centres C, C, viennent se choquer en un 
point A de leur surface. On donne les masses m^ rn^ des deux mo- 
biles, leurs vitesses t% v^ l\ Tinstant ou le ch«c commence; et la 
question est de determiner leurs vitesses V, V a la fin du choc. 

t' et i^ sont des quantites de roeme signe ou de signes contraires, 
selon que les deux spheres vont dans le meme sens ou a la ren- 
contre Tune de Tautre. Nous conviendrons de donner le signe -f- 
a la vitesse t^, que nous supposons dirigee de C vers C' et plus 
grande que t^'. 
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Pour se faire une idee juste de la question qui nous occupe, il 
faut avoir egard h. deux proprietes de la matiere, la compressibi- 
lite et r^lasticite, Quand deux corps se choquent, iU exercent 
d'abord Tun contre Tautre, h raison de la difference de leurs vitesses, 
des efforts plus ou moins considerables, en vertu d^squels leur 
figure subit pres du point d& contact une certaine deformation. 

Puis r^lasticite entre en jeu, et les deux corps tendent h. re- 
prendre leur figure primitive, eii continuant k s'appujer Tun 
contre I'autre. Enfio ils se separent, et le choc est termine. 

Nous pouvons done distinguer deux p^riodes dans le choc. 
Durant la premiere, la vitesse u de la sphere m diminue d'une ma- 
niere continue, et celle de m' augmente, jusqu'a ce que les deux 
vitesses soient devenues ^ales : il y a un instant oit les deux 
corps n'exercent plus aucune pression Tub sur I'autre. Alors la . 
p^riode de reaction elastique commence : la sphere m continue h 
perdre graduellement de sa vitesse et la sphere m' a en gagner, 
jusqu'a ce que les deux corps se separent. 

Tout cela se (lasse dans un temps tresK:ourt, sans deplacement 
sensible des masses; c'eat pourquoi Ton pent negliger, pendant la 
dur^e du choc, Teffet des forces mo trices ordinaires telles que la 
pesanteur, effet incomparablement plus petit que celui des actions 
mutueUes des deux coi*ps en contact. 

(]ela pose, entrons dans le detail du calcul. 

A.U bout du temps /, qui repond a une epoque quelconque de 
la dqree du choc, soient ^ et x' les distances des centres C et C' a 
une origine fixe que nous prendrons a gauche de C sur la ligne 
des centres; R la pression exercee au m^me instant par la masse m 
sur m' , On ne connait pas la grandeur variable de cette pression ; 
on sait seulement qu'elle est appliquee au point A et dirigee sui- 
vant la normale commune CAC dans le sens AC La reaction de 
la masse m' sur m sera, k chaque instant, ^gale et contraire k R. 
Si Ton con9oit que ces forces soient appliquees aux deux mobiles, 
et qu'on transporte leurs points d'npplication aux centres C, C, 
ces centres se mouvront evidemment comme deux j)oints materiels 
libres, de masses m et ni\ sollicites Tun par la force — R, I'autre 
par la force -f- R, et Ton aura (165) 

md^ .r =: — R, m'di x* = -h R. 
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En ajontant les deux eqaadons membre a meoBbre, rinconnae R 
disparait, et il rient 

mdf X -f- m'd} j/ = o, 
d'ou 

c designant une constante, c'est-a-dire une qnantite indep^idaate 
du temps. 

Or, a I'instant ou le choc commence, on a par hypothese 

doac 

et snbstituant dans Tequation (i)« on a 

(a) mdgx -1- /»' dix' z=zmv -^t-niv . 

Ainsi la somme des quantities de moupement des deux corps reste 
constante pendant toute la duree du choc, 

A la fin de la premiere periode du choc, les vitesses des deux 
corps sont devenues ^ales ; soit u leur valeur commune : on tire 
de Tequation (2), en faisant d^x =: dfX* = a, 

m -k- m 

Si les corps etaient completement moas, c'est-a-dire entiere- 
ment depourvus d'elasticite, cette periode du choc existerait seule, 
et tout serait fini au moment que nous venons de considerer. Les 
deux masses se mouvraient avec la vitesse commune donnee par 
la formule (3), en restant juxtaposees et conservant la deforma- 
tion que le choc aurait produite. 

Les corps mous que la nature nous presente se rapprochent 
plus ou moins de ce cas extreme. Indiquons les principales conse- 
quences qu*on en pent tirer. 

La vitesse v etant supposee plus grande que p', on voit ais^ent 
que la valeur de u est plus petite que v et plus grande que ^. 
Ainsi la sphere m a perdu une partie v — u de sa vitesse, et la 
sphere m' a gagne u — v', D resulte de Tequation (2), ou Ton 
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remplacera d^T et dtx' par leur valeur commune u, que les guan- 
tites de mouvement m[v — «), m! [u — i^), gagnees et perdues^ 
sont egales, 

Le sens du roouvement commun sera celui du corps qui posse- 
dait avant le choc, non pas toujours la plus grande vitesse, mais 
la plus grande quantite de mouvement; car, si /»', par exemple, va 
au-devant de m, sa vitesse v' sera negative et le sens du mouve- 
ment commun sera determine par le signe de la somme algebrique 
mv -f- /n't''. Si me I'emporte sur la valeur absolue de mV, u sera 
positif et le mouvement commun aura lieu dans le sens GC, qui 
est celui du mouvement de la masse. /n. 

Si les deux mobiles vont k la rencontre Tun de Tautre avec des 
c[uantites de mouvement egales, on aura 

et, par suite, 

a = o; 

les deux corps se reduiront au repos. 

On trouve encore ir = o, quand on suppose 

v'z=o et m' = 00 . 

L'hypoth^se d*une masse infiniment grande et en repos avant le 
choc correspond au cas d'un obstacle inebranlable contre lequel 
le corps mou vient se buter. 

Enfin, si /w = m\ on a 

u z= • 

2 

La vitesse commune des deux masses egales est la moyenne 
arithmetique de leurs vitesses primitives. 

Revenons au cas ou les corps sont elastiques. P^ous suppose- 
rons, pour simpliCer le probleme, que Felasticite soit parfaite, 
c'est-a-dire que les deux spheres reprennent exactement leur 
forme primitive, en sorte que la pression normale R repasse, apres 
le moment ou les vitesses se sont nivelees, par les m^mes valeurs 
qu'elle avait avant cet instant, pour des valeurs egales de la dis- 
tance des deux centres. Dans cette hypo these, on pent admettre 
comme evident que les masses m, m! eprouveront durant la se- 
YiBiLLE. — Al, de M, i6 
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conde periode du choc, I'une une perte de vitesse, Tautre unc 
.lugmentation, precisement egales k «elles qu'elles out eprouvees 
durant la premiere. Leurs vitesses finales seront done 

d'od, en rempla^ant u par sa valeur (3), 

(m — /It') i'-t- am'p' 

V= ; J 

m -h m 

(5) { 

, (m' — m) i'' -I- 2/wi' 

Les formules (4)i retranchees Tune de Tautre, donnent 

V— V' = — (p — P'), 

ce qui montre que, apres le choc de deux spheres parfaitement eias- 
tiques, la vitesse relative change de signe en conservant la meme 
grandeur absolue. 

Examinons quelques cas particuliers. 

Si Ton suppose v'=o, les formules (5) donnent 

m — m' .,, 2/n 



Y=—-—,o, V' = 



m-h m' m -h m' ^ 



ainsi la sphere m, qui etait seule en mouvement au debut du choc, 

continue h se mouvoir dans le mime sens, si sa masse est plus 

grande que celle de I'autre ; dans le cas contraire, elle se reflechit. 

Si Ton suppose en outre la masse /?t' excessivement grande par * 

rapport a m, on a 

V = — p, V'=o, 

ce qui indique que la sphere elastique, venant frapper un obstacle 
fixe, se reflechit avec une vitesse %ale et contraire k celle qu*elle 
avait avant le choc. Si /» = w', on trouve 

V = o, y' = v. 

Ainsi la sphere choquee prend la vitesse de I'autre qui est reduite J 
au repos. 
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En general, Thypothese m=zm\ introduite dans les for- 
mules (5), donne 

II y a done echange de vitesse entre deux masses ^ales, parfaite- 
ment elastiques, qui se choquent. 

Bien que les corps naturels ne soient jamais doues d'une elastic 
cite parfaite^ ces resultats de la theorie sont sensiblement confir- 
mes par les experiences que Ton fait dans les cours de Physique 
sur le choc des billes elastiques. 

Pour les applications numeriques des formules precedentes, on 
remplacera les masses m^m! par les poids P, P' qui leur sont pro- 
portionnels. 

Les deux cas que nous venous de discuter, celui des corps com- 
pietement mous et celui des corps parfaitement elastiques, sont les 
seuls oil Ton sache determiner les vitesses finales des deux mo- 
biles entre lesquels le choc a eu lieu. Mais, quel que soit le degre 
d'elasticite, on pent etablir une proposition importante concemant 
le mouvement du centre de gravite du systeme, 

Soit Xi la distance de ce centre de gravite au point deja pris 
pour origine des distances .r et x' , Le theoreme des moments (bO) 
donne, en rempla9ant les poids- par les masses, 

(m -H m')xx z=imx -{- rn! x' 

et, prenant les derivees, 

[m -\-nil) dfTt z= mdi.T -\- m' dfx' . 

Or le second membre de cette equation a une valeur constante 
d'apres Fequation (2). Done il en est de meme de la vitesse d^x^. 
Designbns-la par Vx ; nous aurons, avant comme apres le choc, 

^1 = ; 

771 -7- W 

Ainsi la vitesse du centre de gravite n'estpcu: altei-ce par le choc 
des corps spheriques mous ou elastiques : elle estegaleala sommc 
des quantites de mouvement initiates des deux corps divisee par la 
somme des masses, 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier du principe de 
la cdhservation du mouvement du centre de gravite, que Ton de- 

16. 
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montrera dans un Cours plus eleve, pour tout systeme dent les 
points ne sont soumis qu'a des actions reciproques, egales et con- 
traires. 

EXERCICES. 

I. l^tant donnee une cir conference de cercle dont le plan est ver- 
tical (yfg^. 128), on suppose qu'un point materiel pesant soit assu- 
jetti a descendre du point le plus haut B, sans vitesse initiale, en 
suivant Tune quelconque des cordes BC, BC, BC, . . . dece cercle. 

— Demontrer que le temps qu*il emploiera a decrire cette corde 
sera constant, et egal a celui qu'il mettrait a parcourir en chute 
libre le diametre vertical BE. 

II. Deux corps pesants partent en m^me temps de deux points 
eleves de la mdme hauteur h au-dessus de Thorizon. L*un suit la 
verticale sans vitesse initiale; Tautre est assujetti a descendre le 
long d'un plan incline avec une vitesse initiale donnee. — Deter- 
miner I'inclinaison de ce plan par la condition que les deux mo- 
biles atteignent en meme temps I'horizon (on neglige le frottement 
et la resistance de I'air). 

III. Deux corps pesants situes sur une ligne horizontale sont 
lances au meme instant dans un meme plan vertical, avec des vi- 
tesses differentes et dirigees perpendiculairement Tune a Tautre. 

— Determiner : i*» le temps au bout duquel la distance des deux 
mobiles sera minimum; 2° la condition pour qu'ils se rencontrent 
et le temps au bout duquel la rencontre aura lieu. 

IV. Le centre d'un corps spherique elastique en repos, dont 
la masse est /», est situe a une distance donnee d'un j^lah fixe. 
Ce corps est choque par une autre sphere elastique, de masse m\ 
animee d'une vitesse donnee, commune a tons ses points et di- 
rigee perpendiculairement au plan fixe : apres le choc, il va se re- 
flechir contre le plan et vient de nouveau rencontrer la sphere m! 
en un point donne de la droite que son centre parcourt. — Con- 
naissant la masse /»', on propose de determiner m, et recipro- 
quement. (Comme les spheres sont supposees homogenes, on 
remplacera les masses par les cubes des rayons qui leur sont pro- 
portionnels. On negligera Taction de la pesanteur entre les deux 
rencontres). 
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DIX-NEUYIME ET VINGTifiME LECON. 

Programme. — Notions sur le travail des forces. — Ge qu'on appelle travail 
d'une force constante appliqu^e k un point dont le deplacement est 
rectillgne. — Unit^ de travail. — Faire voir que, dans les machines 
simples a Tetat d'^quilibre ou de mouvement uniforme, et sollicitees 
nniquement par une puissance et une resistance, le travail moteur est 
egal au travail resistant. (Dans le cas de la poulie mobile, on supposera 
les cordons paralleles.) — Influence dcs resistances passives. — Dans la 
pratique, le travail moteur est toujours plus grand que le travail resistant 
utile. 

« 

171. Du travail en Mecanique. — L'idee du travail, 
en Mecanique, implique toujours deux choses : Taction 
d'une force, motrice ou resistante, et le deplacement du 
point d'application de cette force. Par exemple, un poids P 
est suspendu (fig* i3o) a une corde qui passe sur une 




poulie fixe et dont Tautre extremite est tiree tangentiellc- 
ment par la main d'un ouvrier. Tant que TefTort exerce 
par celui-ci ne fait qu'equilibrer le poids P, sans lui impri- 
mer de mouvement, il n'y a pas de travail mecanique pro- 
duit; mais si le poids monte d'une certaine hauteur AB= //, 
le produit P/i est dit le travail du poids P, correspond ant 
au cliemin h. 
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En m^me temps que la corde s'enroule du c6te de la 
resistance ou du poids, elle se deroule d'une quantite egalc 
du c6te de la force iaotrice^ en sorte que la main de Fou- 
vrier a finale ment marche, dans le sens de la tangente^ 
d'une quantite CD=h. Si done F designe la force mo- 
trice, FA mesure le travail de cette force. Ce qui distingue 
ce travail du prdc^dent, c'est que le chemin parcouru par 
le point d' application C est dirig^ dans le sens de la force 
motrice, tandis que le contraire avait lieu pour la resis- 
tance P : Tun a recu le nom de travail moteur, et Tautre de 
travail resistant. 

m 

De m^me, si Ton fait agir la vapeur a pression con-t 
stante P sur un piston dont Tetendue de la course est /, 
P/ sera le travail de la vapeur, etc. 

L'expression de trai^ail^ donnee au produit d'une force 
par un chemin parcouru, a ete introduite dans la science 
par M. Coriolis [Calcul de Veffet des machines, iSap). 
Nous reviendrons, a propos du treuil, sur cette denomi- 
nation, pour montrer comment ce produit peut servir de 
mesure au travail que fait un ouvrier dans sa joumee, et, 
par suite, au salaire qui^lui est attribue. 

172. — Extension de la definition du trauail. — Sa me- 
sure, — Nous avons suppose que le point d'application se 
mouvait suivant la direction m^me de la force, soit dans le 
m6me sens, soit en sens contraire, et que la force conser- 
vait une grandeur et une direction constantes. II est neces- 
saire de lever ces restrictions. 

Quand le point d'application d*iine force constante se 
meut en ligne droite, mais dans une direction differente 
de celle de la force, ce n'est plus le chemin parcouru lui- 
m6me, mais sa projection sur la direction de la force, qui 
entre conime facteur dans le travail. Soient e le chemin par- 
couru par le point d'application d'une force F; « Tangle, 
aigu ou obtus, que la direction du chemin fait avec celle 
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de la force : le travail s'exprimera par le produit 

Fscosa. 

Si Ton remarque que Feosa represente (18) [a force 
estimee suwant la direction du chemin, on peut dire en- 
core que le traxfoil est egal au produit de la force, estimee 
suiuant la direction du chemin, par la longueur du che- 
min. Ce travail sera positif ou negatif, suivant que Tangle a 
sera aigu ou obtus, c'est-a-dire suivant que la projection 
du chemin sera dirigee dans le sens de la force ou en sens 
contraire. II sera dit moteur dans le premier cas et resis- 
tant dans le second. 

II resulte de la que le travail s'annule dans trois circon- 
stances : 

i^' Quand la force F est nulle. — Cas d'un mobile se 
mouvant en vertu de sa vitesse acquise et sans traction. 

a® Quand le d^placement c est nul. — Cas d'un mobile 
bute contre un obstacle inebranlable, malgre la traction. 

3® Quand Tangle a est droit. — Cas d'un effort exerce 
dans une direction normale au chemin parcouru par le 
mobile. 

Quand le point d'application de la force se meut sur une 
ligne courbe, et que la force, toujours d'intensite con- 
stante, est dirigee suivant une tangente a la courbe (cas 
de la manivelle ordinaire), on con9oit Tare parcouru divise 
en Elements e assez petits pour qu'on puisse les considerer 
comme rectilignes et confondus en direction avec les tan- 
gentes successives. Le travail correspondant a chaque ele- 
ment prend le nom de trayail elementaire : c'est le pro- 
duit Fe de la force par Telement du chemin, et la somme 
de tous ces produits est dite le travail total. Comme F est 
facteur commun, cette somme est egale kFl^ I designant 
la longueur totale de Tare parcouru. Ainsi, dans ce cas, 
comme dans le premier que nous avons examine, le tra- 
vail total d'une force d'intensite constante est egal au pro- 
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duit de la force par le chemin que parcourt son point d'ap- 
plication. 

Enfin, dans le cas general, ou le deplacement du point d'appli- 
cation change continueliement de direction, et ou la force est 
elle-merae variable d'intensite et de direction, la determination 
rigoureuse du travail n'est plus du domaine des elements de Me- 
canique. Gependant il existe un procede pratique que nous pou- 
vons faire connaitre. Supposons qu'on ait divise, comme ci-dessus, 
le chemin parcouru en parties assez petites pour qu'on puisse les 
considerer comme rectilignes et la force comme constante pendant 
le temps tres-court que le mobile emploie k parcourir chacune 
d'elles : les variations de la force auront ainsi lieu par intermit- 
tences, en passant d*un element de chemin an sidvant, et cette 
hypothese differera aussi peu qu'on le voudra de la realite. 

Cela pose, prenons une longueur arbitraire pour representer k 
la fois I'unite de force et T unite de chemin ; portons sur une droite 
indefinie ax [fig, i3i) des longueurs aa', a' a'\ a'*a!'\, . . egales 




a 



Fig. i3i. 



a' a* a* 



aux elements de chemin, et par les points a, a', a'\.,, elevons des 
perpendiculaires ab, a! h\ a"h" ^ . . . egales aux valeui's correSpon- 
dantes de la force estimee suwant les directions de ces elements 
(valeurs deduites du calcul ou fournies par Tobservation ) ; par les 
points b, b\. . . menons les parall^les ^I, ^'K,. . . a Taxe ax\ 
joignons les points b, b\ V\ b"\ . . . par un trait continu. Les 
aires des rectangles abla\ a' h'Yi.a'%, , . mesureront les travaux 
elementaires de la force variable, et leur somme, ou le travail total , 
se rapprochera d*autant plus de Vaire de la courhe, c*est-k-dire de 
la surface comprise entre I'axe «jr, la courbe et les deux ordonnees 
extremes, que les parties dans lesquelles on aura divise le chemin 
parcouru seront plus petites. 
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Or cette aire peut ^tre mesuree par un moyen mecanique. II 
suffit de recouvrir la feuille de papier d'une feuille de plomb bien 
homog^ne et de la peser. Le rapport de son poids k celui d*une 
feuille de m^me substance recouvrant Funite de surface exprimera 
Faire, et par suite le travail cherche. 

173. Unite de tr assail: kilogrammetre, — II result e de 
la definition du travail et du choix deja fait des unites de 
forqe et de longueur, que Tunite de travail doit 6tre le tra^ 
s^ail correspondant a un poids d'un kilogramme eleve a 
un metre de hauteur. Cette unite s'appelle kilogrammetre. 

On voit que Tidee de travail est independante de la con- 
sideration du temps. Cependant, quand il s'agit de com- 
parer entre eux les resultats fournis par des forces mot rices 
qui fonctionnent periodiquemegt et d'une maniere con- 
tinue, on comprend qu'il y ait lieu de faire intervenir le 
temps. Car il n'est pas indifferent pour I'industrie qu'une 
meme quantite de travail soit produite dans un temps plus 
ou moins long. 

Par exemple, la force de rhomme peut ^tre employee de plu- 
sieurs manieres k elever verticalement des fardeaux. Supposons 
d'abord qu'on fasse agir Touvrier sur une manivelle. L'experience 
a appris qu'un ouvrier ^tait capatfole de faire tourner une manivelle 
de o", 35 de rayon, k raison de ao tours ( environ ) par minute, en 
exercant sur elle un effort tangentiel de 8 kilogrammes, et que ce 
travail pouvait se conlinuer 8 heures par jour sans que Touvrier 
fut surmene, deduction faite des temps de repos. Le nombre de 
kilogramm^tres correspondant sera 

3,i4t6Xo,7X2oX*X6ox8=: leSSga^*"* par jour. 

Supposons maintenant qu'on ait Tidee d'utiliser la force de 
rhomme en lui faisant d'abord gravir une rampe ou une echelle 
sans fardeau, puis le faisant descendre, en vertu de son poids, dans 
un plateau suspendu k une corde qui passera sur une poulie de 
renvoi et supportera par son autre extremite le fardeau a monter. 
L*experiei]oe a ^te faite dans ks travaux de terrassement du fort de 
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Vincennes : le manceuvre, montant une echeile haute de 1 3 metres, 
a pu elever 3io fois par jour a cette m^me hauteur un poids a peu 
pres egal k celui de son corps, soit 65 kilogrammes. La quantite de 
traTail correspondante est 

3io.65. i3 = 261 gSo^*"* par jour. 

Ce mode d*emploi de la force motrice est done beaucoup plus 
avantageux que le premier, et Ton Toit que la consideration du 
temps a dil intervenir dans cette comparaison. 

174. Trauail de laresultante de plusieurs forces con- 
stantes, appliquees h un point dont le deplacement est 
rectiligne, — On a vu (27) que, lorsque plusieurs forces 
sent appliquees a un m^me point, la resultante estimee 
suiuant un axe quelconque est egale h la somme (alg^- 
brique) des composantes estimees suwant le meme axe. Si 
I'on prend pour axe la direction du chemin, et qu'on mul- 
tiplie tous les termes de Tegalite precedente par la longueur 
m6me du chemin, on aura ce theoreme : 

Le trai^ail de la resultante de plusieurs forces con- 
stantes, appliquees h un point dont le deplacement est 
rectiligne, est egal a la somme (algebrique) des trat^aux 
des composantes* 

Ce theoreme s'etend au travail continu d'un systeme de 
forces quelconques appliquees k un point mobile^ on n'a 
qu'a regarder le chemin decrit comme divise en elements 
rectilignes, et les forces comme constantes pendant Tin- 
tervalle de temps infiniment petit qui correspond a chaque 
element dje ch^in. 

On remarquera que les composantes normales au chemin 
decrit n'iufluent pas sur le travail. 

Si les forces sefont equilibre, leur resultante est nulle , 
le travail de cette resultante est done ^gal a zero, et, par 
suite, la somme des trauaux des forces est nulle pour tous 
les deplacements possibles du point d' application. 
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Reciproquement, si la somme des trai^aux des forces 
est nuUe pour trois deplacements du point d* application, 
non compris dans un meme plan, on yerra, comme dans 
le n° 29, que I'equilibre existe. 

i75. Trai^ail de la pesanteur dans le mouuement d'un 
corps ou sy Sterne de corps pesants . — Soient p le poids de 
Tun des points materiels en mouvement^ z la distance qui 
le separe, a un instant quelconque, d'un plan horizontal 
fixe^ Zo sa distance initiale a ce m^me plan^ P le poids total 
du sjsteme, Z et Zo les distances de son centre de gravite 
au plan horizontal dans les deux positions considerees. Le 
theoreme des moments (41) donne 

(la caracteristique ^ designant une somme de termes sem- 
blables); d'ou 

p(z~zo =2^(3-^:^0). 

Or le second nombre est la somme des travaux produits 
par les poids de tous les points du systeme, lorsqu'ils pas- 
sent simultanement de la pr«aiere position a la seconde ; 
et le premier membre est le travail que produirait un poids 
unique, ^al a la somme de tous les ppids elementaires, 
qu'on imaginerait applique au centre de gravite du sys- 
teme \ on a done ce theor&me : 

Le trai^ail de la pesanteur, dans le mouvement d'un 
corps ou systeme de corps pesants, est le mdme que si toutes 
les masses etaient concentrees au centre de gray^ite. 

On voit que le travail ne depend pas des trajectoires de- 
crites par les difTerents points du systeme entre les deux 
positions considerees, mais uniquement de la hauteur ver- 
ticale dont le centre de gravite s'est abaisse ou eleve. 

11 importe de remarquer que ce theoreme n'exige pas que 
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le syst^me soil de figure invariable : le centre de gravite est 
ici un -poini Jietif oil la resultante de toutes les forces de la 
pesanteur serait appliquee a cliaque instant, si Ton imagi- 
nait que la figure du sjsteme fut solidifiee a cet instant. 

176. Dcs machines a I'etat de mouuement. — Forces 
mouvantes et resistantes, — Jusqu'a present nous n'avons 
considere les machines qu'a I'etat de repos, ou plut6t d'e- 
quilibre. Mais, dans la plupart des cas, les machines n'ont 
pas pour but de faire equilibre a des resistances : elles doi- 
vent les vaiucre et deplacer leurs points d' application. 'C est 
alors seulement qu*il y a un trav^ail produit. 

Dans les machines a Tetat de mouvement, on distingue 
deux genres de forces : 

1° Les forces mou^antes, Ce sont celles qui impriment 
le mouvement a la machine : telle est Taction des moteurs 
animes, celle du vent, d'une chute ou d'un cours d'eau, de 
la vapeur, des gaz comprimes, etc. Lesdeplacements des 
points d 'application sont diriges dans le sens m^me des 
forces, ou du moins font avec elles des angles aigus. Le tra- 
vail de ces forces est positifou moteur, 

a** Les forces resistantes. Ce sont celles que la machine 
doit vaincre. Mais il y a deux ordres de resistances : 

Les unes, telies que la cohesion des molecules des corps 
que Ton veut reduire en poudre, le poids des materiaux 
que Ton veut elever, etc., sont dites resistances utiles. La 
machine, en les surmontant, produit Teffet utile en vue 
duquel on I'a etablie. 

Les autres, telies que le frottement des differentes pieces 
de la machine qui doivent glisser les unes sur les autres, 
la resistance au roulement, la roideur des cordes (resis- 
tance que les cordes opposent, par suite de leur imparfaite 
flexibilite, a Tenroulement sur la gorge des poulies ) *, la re- 
sistance du milieu dans lequel la machine doit se mou- 
voir, etc., sont dites resistances passiv^es. On s' attache a 
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diminuer le plus possible leur influence, sans jamais pou- 
voir Tannuler. Nous en donnerons un exemple en etudiant 
le travail des forces dans le ireuil. 

II y a cependant des circonstances particulieres ou les 
resistances passives sont mises a profit : c'est quand il s'agit 
de moderer le mouvement d*une machine, ou m^me de 
Tarreter. Mais, en general, il est vrai de dire que les resis- 
tances passives donnent lieu, durant le travail ordinaire, a 
une depense de force mo trice en pure perte, qu'il faut s'ef- 
forcer de reduire a son minimum. 

Que les resistances soient utiles ou passives, leurs points 
d^ application se meuvent toujours en sens contraire de ces 
forces , ou du moins font avec elles des angles obtus. I^eur 
travail est done negatij ou resistant. 

Pour distinguer le travail correspondant aux resistances 
utiles de celui qui est du aux resistances passives, on appelle 
le premier travail resistant utile, le second travail resistant 
piissif. 

177. Du frottement pendant le mouvement, — La principale des 
resistances passives est la ferce de frottement. Nous Tavons d^ja 
etudiee ( 121 ) a Tinstant ou un corps commence a glisser sur un 
autre. Nous avons fait connaitre les deux lois importantes decou- 
vertes par Amontons, savoir : 

La force de frottement est proportionnelle h. la pression. 

EUe est independante de Tetendue de la surface frottante. 

Mais, en estimant au tiers de la pression la valeur du frottement 
pour le bois et les metaux enduits de graisse , Amontons en avait 
beaucoup exagere Teffet. iSsi'^urs ses experiences , non plus que 
celles de ses contemporains , de Lahire et Parent, n'apprenaient 
rien de precis sur T influence que pouvait avoir sur le frottement 
la Vitesse du mouvement. 

Experiences de Coulomb, — Pres d'un siecle apr^s, en 1781, 
Coulomb executa k Rochefort de nouvelles experiences. L'appareil 
dont il se servait consistait en un banc horizontal , forme de deux 
madders parallMes sur lesquels il faisait glisser un traineau plus ou 
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moins charge (fig* iSa). A cet effet, le traineau etait tire par une 
corde qui passait sur une poulie de renvoi et supportait par son 

Fig. 1 3a. 




extremite inferieure un plateau destine k recevoir des poids. On 
augmentait peu a peu la charge du plateau jusqu'au moment ou le 
traineau entrait en mouvement. En clouant, sur les madriers et 
sous le traineau, des regies de diverses substances, on pouyait faire 
varier a volonte les surfaces frottantes. 

Coulomb verifia d*abord les lois d'Amontons sur le frottement 
au depart. II observa en outre que, pour les corps compressibles , 
la force de frottement n'atteignait toute sa valeur qu'apres une cer- 
taine dur^ de contact, et quelle ^taitplus grande au depart que 
pendant le mouvement. 

La dur^e du contact necessaire pour assurer au frottement sa 
plus grande intensite est tres-variable d*une substance It une autre : 
ainsi, pour deux regies de bois frottant k sec Tune sur Tautre, 
elle est d'une ou deux minutes; pour des substances heterog^nes, 
telles que bois sur metaux, elle pent etre de plusieurs heures ; au 
contraire, pour les metaux frottant sur metaux, elle est k peine 
appreciable. 

Coulomb etudia ensuite le frottement des corps pendant le mou- 
vement. Ayant place dans le plateau un poids capable de yaincre 
le frottement, il reconnut que les espaces parcourus par le traineau 
croissaient proportion nellement aux carres des temps. Le mouve- 
ment etait done uniformement accelere (136), et par consequent 
dii II une force constante (154). Or cette force est Taction de la 
' pesanteur diminuee de celle du frottement, et, oomme la premiere 
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est constante, il en r^ulte que la seconde Tost aussi. Mais ceci de- 
mande qaelques developpements. 

. Soient F la force inconnue de frottement, 4 un instant quel- 
conque t; Q le poids du traineau et de 9sl charge, P celui du plateau 
charge, T la tension de la corde, ^ Tacceldration du mouvement 

ou — » e designant I'espace parcouru, mesure depuis le depart. 

Puisque tons les points du traineau decrivent dans le glissement 
des droites egales et parall^les, ce corps se meut (159) comme un 

point materiel dont la masse serait ~9 et auquel serait appliquee 
la resultante T — F. On a done 

T-.F=Q\^ 

On a aussi, pour le plateau qui descen<^du m^me mouvement uni- 
formement accelere, 

« rw, P 2<f 

P — T = -• 

Ajoutant ces deux equations, on elimine Tinconnue T, et il vient 

P-F=?±^?-% 

equation oh, tout est connu, excepte F. Elle permettra done de cal- 
culer la force de frottement , ou mieux le coefficient /, qui n'est 

autre que le rapport p- • 

De 1^ cette loi : La force de frottement est independante de la 
Vitesse du mouvement, 

Dans ces experiences , Famplitude de la course du traineau ne 
depassait pas 4 pieds, et sa duree (quatre ou cinq secondes) etait 
trop courte pour que Coulomb put Tobserver avec une approxi- 
mation suffisante au moyen d'une montre qui ne lui donnait que 
les demi- secondes. II restait done quelque incertitude sur la loi 
precedente. D*ailleurs les pressions sous lesquelles Coulomb ope- 
rait etaient si fortes, qu'elles allaient dans certains cas jusqu'a alte- 
rer les surfaces. 
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Erperiemxt dt M. le general Moriit. — De i83t k i83|, 
H- Morin a repris a Hetz I'etude du froHAnait par des procedes 
nouveaux, susceptibles de foumir la meinre precise des educes 
parcounia et des temps corAspondaiite- II a aussi eiendn la course 
du trainean a 4 netres, et lea vitesses out pa varier entre *Am 
et 3*,5o par seconde [fig. i33}. 

He- >3J- 




A I'aide d'na dTnamom^tre i style, auquel s'accrochait la corde 
bflrizontale, H. Morin a d'aburd verifie la Constance de la force 
de frottement, c'est-Wire son independance de la vitesse, pendant 
toute la duree du mouvement. Mais il est bien entendu que ces 
experiences ne confirment la loi qne dans les limitea des vitesses 
observees (*). 

M. Horin a de plus determioe, avec toute I'exactitude desirable, 
les valeurs numeriques du rappoit du frottement a la pressiOD, 
pour les substances qui sent le plus en usage dans les machines, 
tetlcs que bois, me'taux, frottant a sec ou avec eaduits. 



(*) Dei experiences faites iIbds ces dernUres anaees par plusieuts Inge- 
Dienre, sor le glissemeot des roues de wigons ennyees sur les rsili dea cfae- 
mioi de (er, ont montre que, lorsqoe la rilMM du tnin s'^l^ve ■ lo on 
a5 metres par seconde, le tWiltemeat ne peat plai Atre regordd comme in- 
d^pendsDt de Ii viteiie. 11 diminue wnsiblement k mesare que la TJtessa 
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Nous ne pouvons entrer dans le detail de ces experiences : nous 
nous bornerons k extraire quelques nombres des tableaux publies 
par M. Morin : 



SURFACES PLANES 
en contact. 



Ch^ne sur ch6ne a fibres 
paralleles 

Ch6ne sur ch^ne k fibres 
perpendiculaires 

Bois debout sur bois a 
plat 

Ghdne sur fer 

Fer sur fonte 



RAPPORT DtJ FROTTEMEIfT 

A LA PRE8SI0N . 
an depart, aprirnn contact 
de qaelqae darie. 



Saos endait. 



0,63 

0,54 

0,48 
0,62 

0,19 



Ayec endnit. 



0,44 
(aaron gee.) 



// 



// 



0, ID 

(salndoai.) 

0,10 
(saindoni.) 



RAPPORT DO FROTTEHSNT 
A LA PRES8I0N 

pendant le moarement. 



Sans endnit. 



0,48 

0,34 

0,19 
0,62 

0,18 



Atoc endnit. 



0,16 
(aaroo sec.) 



// 



// 



0,08 



0,08 



Comme application des formules du mouvement rectiligne au 
frottemeat, resolvons encore le probl^me suivant : 

On lance un traineau sur un plan horizontal, et Ton observe le 
nombre n de secondes qu'il a mis k decrire I'espace rectiligne e^ au 
bout duquel il s*est arr^te; on propose de d^duire de cette expe- 
rience le coefficient / du frottement relatif aux surfaces en contact 
et la grandeur de la vitesse initiale. 



augmente^ toutes choses egales d'ailleurs. D'apr^s cela, le rapport du frot- 
tement a la pression poarrait 6tre represente par la formule 

K 



/ = 



av 



K ^tant une constante qui ne dependrait que de la nature et de I'etat des 
surfaces frottantes, et a un coefficient positif assez petit pour que, lorsqu'il 
s'agit de vitesses i^ comprises entre m^tre et 3°>,5o (experiences de M. Morin), 
le terme av soit negligeable, ou du moins ne prodaise dans la valeur de / 
que des yariations de I'ordre des erreurs d'observation. 

YiEiLLE. — ^L de M, 17 
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Soient P le poids du traineau (qu'U ne sera pas necessaire de 
connutre) et r« la yitesse initiale inconnue; on a (157 et 159) 

p 

d'ou 



Au bout de n secondes, on doit avoir 

c 1= o et x-=ze. 



Done 



et 



d'oii 



♦'• —f^^ = o 



e7=:i>,n-^ -/gn'' = -fgn^ ; 






On en deduit aussi la vitesse initiale 



•-T 



Supposons, par exemple, que le traineau, arme de patins en 
ncier poli, ait ete lance sur la surface glacee d'une riviere, et qu'il 
se soit arrete au boutde lo*, 2, apres avoir parcouru un espace de 
26™, 4; on trouvera 

/=: o ,04 environ et Pu = 4 nietres. 

178. Du frottement des tourillons sur leurs coussinets. — Des 
experiences speciales, faites k Metz par M. Morin en i834f ont 
montr^ que le frottement des tourillons sur leurs coussinets cylin- 
driques est soumis aux mdmes lois que celui des surfaces planes, 
seulement le coefiGcient f est beaucoup moindre. Pour les sub- 
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Stances metalliques graissees de temps en temps, il a ete trouye 
egal k 0,07 (en moyenne); et, quand I'enduit est ^ns cesse re- 
nouveley il^ descend k o^oS. 

179. De la resistance au roulemenU — Tout frottement implique, 
a proprement parler, Tidee de gUssement, La resistance qu'on 
eprouve k faire rouler un corps sur un autre, par exemple une 
voiture sur une route, n'est done pas un veritable frottement. C'est 
encore k Coulomb qu'on doit les premieres notions exactes sur la 
resistance au rolilement. 

Get habile physicien a trouve : que la resistance au roulement 
est proportionnelle a la pression^ et en raison inverse du diametrc 
des roues, Les experiences de M. Morin, relatives au tirage des 
voitures sur les routes, ont confirme ces resultats. De plus, elles 
ont montre que , sur un sol bien empierre et solide , la resistance 
est sensiblement independante de la largeur des jantes ; mais que, 
sur un sol mou , elle augmente k mesure que la largeur des jantes 
diminue. 

« 

180. Des machines a I'etat de mouvement uniformed — ^ 
Lorsqu'une machine entre en mouvement sous T action 
cooitinue d'un moteur, les vitesses de ses difTerents points 
commencent par prendre des valeurs croissantes 5 mais elles 
ne tardent pas a atteindre des maxima qui dependent et de 
la nature du moteur et de Teffet utile que Ton cherche a 
produire. Le mecanicien fait en sorte qu'a partir de cet 
instant les vitesses se maintiefinent dans ces maxima, ou di| 
moins s'en ^cartent tres-peu [*) . Quand la machine est ainsi 
arrivee a ce qu'on appelle Vetat permanent, son mouve- 
ment est uniforme, ou du moins compose de peri odes uni- 
formed. Pour plus de simplicite, nous supposerons Tuni- 
formite parfaite. 

Dans cette hypothese, toutes les forces, tant mouvantes 
que resistantes, doivent se faire a chaque instant equilibre, 

t : 

C** ) On atteint ce but a Taide des volants, dont la description et la theorie 
oe sauraient trouver place dans un Gours ^lementaire. 

'7- 
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couxme si la machine etait en repos. Car, d'une part, on 
sail que I'action de chaque force est independante du mou- 
vement anterieurement acquis; d'autre part, si toutes les 
forces ne se detruisaient pas, il y aurait necessairement 
des parties de la machine dont le mouvement irait en s'ac- 
celerant ou en se ralentissant. Nous allons revenir sur ce 
point. 

181 . Egalite du trav^ail moteur au travail resistant. — : 
Passons en revue les machines simples, en les supposant 
solHcitees uniquement par une puissance et une resistance, 
et faisons voir que, d'apres les lois d'equilibre deja etablies, 
le tra\'ail moteur est egal au tr assail resistant, 

Les deplacements que nous allons considerer peuvent 
n'&tre pas effectifs, mais simplement virtuels, c'est-a-dire 
qu'ils peuvent u'avoir pas reellement lieu; mais ils doivent 
toujours etre compatibles avec les conditions actuelles du 
syst^me. 

Cas du treuil. — Le cylindre tourne avec une vitesse 
constante sous Taction de la puissance P, appHquee dans 
un plan perpendiculaire a Taxe, a Textremite du bras de 
levier CD [fig- 134) ; la corde s'enroule sur le cylindre CN, 

Fig. 134. 




et le poids Q monte. Je dis qu'on a entre P et Q requation 
d'equilibre (102) 

p designant CD et q CN. 
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On con9oit, en effet, que, si la puissance P etait plus 
grande que Q - > on pourrait la decomposer en deux forces 

de meme direction, Tune egale a Q - qui tiendrait le poids Q 

en equilibre (152), Tautre egale a (P — Q-) qui aurait 

tout son effet pour acc^lerer le mouvement (nous faisons 
abstraction des resistances passives). Si, au contraire, on 

supposait P<:^Q-» on pourrait encore remplacer cette 

force par deux autres : Tune, de mSme direction, egale 

a Q-9 qui ferait equilibre au poids Q, et Tautre egale a 

la difference ( Q - — P ) ? mais de direction contraire, qui 

agirait pour retarder le mouvement de rotation et finirait 
par en changer le sens. Or ces deux consequences sont 
contr aires a Thypotbese. Nous en concluons que Tequa- 
tion (i) doit subsister Jans le treuil a Tetat de mouvement 
uniforme, comme a Tetat de repos. 

Cela pose, si le poids Q monte d'une hauteur h et que w 
designe Tare decrit simultanement par un point du treuil 
dont la distance a Taxe est Tunite, qt»i representera la lon- 
gueur de la corde enroulee sur le cjlindre, laquelle sera 
precisement h\ expta sera Tare decrit par le point d'ap- 
plication D de la puissance, dans le sens meme de cette 
force. 

Le travail resistant sera done exprime en valeur absolue 
par Q^w, et le travail moteur par P^w, et Tequation (i) 
montre que ces travaux sont ^gaux. c. q. f. d. 

Remarques, — L De I'egalite precedente il resulte que 
les chemins p oi), ^ cd, parcourus simultanement par les points 
d'application de la puissance et de la resistance , sont en 
raison inverse de ces forces. Ainsi, plus le poids a Clever' 
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sera grand, moins la hauteur a laquelle il montera (oula 
Vitesse de son mouv ement ascensionnel ) sera grande pour 
un meme travail moteur. De la cet adage : Ce quon gagne 
en force^ on le perd en vitesse* "Ce n'est qu'une maniere 
vulgaire d'enoncer le principe de Tegalite du travail moteur 
au travail resistant. 

II. Supposons qu'un ouvrier "soit employe k foire tourner la 
roue d*un treuil pour extraire de la terre d*un puits a 6 mf^tres 
de profondeur, et que la circonference du cylindre, auquel sont 
suspendus deux paniers dont Tun monte tandis que Tautre des- 
cend a vide, ait i metre de longueur; six tours de roue feront 
monter«un panier plein, en sorte que le npmbre de paniers que 
Touvrier aura extraits dans sa journee sera le sixieme du nombre 
des tours de roue qu'il aura ficcomplis. Maintenant , si la profon- 
deur du puits est reduite k 3 metres, il sufSra de trois tours de 
roue pour faire monter un panier ; et la quantite de terre extraite 
dans la journee de travail sera, toutes choses egales d'ailleurs, 
double de ce qu'elle etait. Mais le produit du poids de la terre par 
le chemin vertical qu'elle a parcouru sera le meme dans les deux 
cas. Ainsi , tandis que les deux facteurs varient, pour une m^me 
somme d 'efforts depensee par I * ouvrier y le produit reste constant. 
On s'explique ainsi pourquoi ce produit sert de mesure au travail 
ou au salaire qui doit le retribuer. 

III. Si Ton a ^gard aux resistances passives, c'est-a-dire 
au frottement des totirillons sur les coussinets et a la roi- 
deur des cordes, resistances qui ne sont jamais n^gligeables, 
il faut, pour entretenir le mouvement uniforme, que la 

puissance P spit plus grande que la valeur — tiree de Te- 

quation (i) ^ car uiie partie de'son intensite est employee a 
surmonter ces resistances sans cesse renouvelees. On en 
conclut alors 

c'est-a-dire que, dans la pratique, le travail moteur est 
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toujours plus grand que le trai^ail resistant utile. Cette 
conclusion sera g^n^ralis^e plus loin. 

lY. Le travail absorbe par le frottement des toiirillons depend 
de deux facteurs : la force de frottement et le chemin que parqourt 
son point d'application. N0U3 avons vu comment Temploi de sub- 
stances metalliques bien polies, recouvertes d'un enduit gras sans 
cesse renouvele , permet d'attenuer la valeur du premier facteur. 
G'est pour agir dans le m6me sens sur le second que Ton donne 
aux tourillons qui terminent Tarbre d'un treuil un petit diametre ; 
on reduit ainsi I'etendue du glissement. En effet, a chaque tour 
que fait I'arbre, le tourillon fait lui-m6me un tour sur son cous- 
sinet , et le chemin decrit par le point d'application de la resistance 
tangenlielle due au glissement n*est autre que la circonference du 
tourillon. 

' Dans les roues den tees, on devra, de meme, preferer les petites 
dents aux grandes; car Tetendue du glissement de ces dents les 
unes sur les autres sera moins grande pour les premieres t[ue pour 
les secondes. 

Cas de la poulie mobile. — On supposera, pour plus de 
simplicite, les cordons AP, BF paralleles (fig* i35). Si Ton 
donne a la machine un deplacement tel, que le poids Q 

Fig. 1 35. 




s'fleve de la quantite CC := 7j, le diametre horizontal A]^ 
montera en A'B', et les distances PA, FB se raccourciront 
cfaacune de cette quantite h. Par consequent, un point pris 
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a Yolonte sur le cordon PA, comme point d'application de 
la puissance P, montera de la quantite a A. Or on a, dans 
Tetat d'equilibre, 

done 

ce qui demontre Fegalite du travail moteur au travail re- 
sistant. 

II serait tout aussi facile de verifier ce principe dans un 
systeme de poulies mouflees. Nous ne nous y arr^terons 
pas. 

Cos du plan incline, — L'equation d'equilibre entre le 
poids P du corps, qui tend a glisser le long du plan, et la 
force Q destinee a le retenir {Jig* i36), est, comme on Ta 
vu. 



(') 



Psinz = QcosO, 



i designant Tinclinaison du plan sur Thorizon, et 6 Tangle 
de la force Q avec le plan incline. Si le corps glisse, soit 

Fig. i36. 




a la descente, soit a la mont^e, d'une longueur A, le point 
d'application des forces P et Q decrit une droite egale et 
parallele a h ; et, pour avoir les travaux correspondants, il 
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faut projeter ce chemin svuc les directions des forces. Ces 
projections sont, en valeur absolue, 

hsini et A cos 9; 

« 

et par suite les travaux 

PA sin I, QAcosd 
sent encore egaux en vertu de T^quation ci-dessus. 

C. Q. F. D. 

Cos du levier. — L'dquation d'equilibre est (76) 

(i) P/> = Q^, 

en designant par p^ q les distances du point d'appui aux 
deux forces. Pour verifier, dans cette machine, Fegalite du 
travail moteur au travail resistant, il est n^cessaire de ne 
donner au levier qu'un mouvement infiniment petit autour 
de son point d'appui, et de projeter les arcs decrits par les 
points d 'application, consideres comme des elements de 
lignes droites, sur les directions des forces. Nous suppose- 
rons que le mouvement de rotation du levier ait lieu au- 
tour d'un axe perpendiculaire au plan des deux forces, et 
nous considererons d'abord ceUes-ci comme appliquees aux 
points I et K (fig* 137), pieds des perpendiculaires abais- 
s^es du point d'appui siu* leurs directions. 

Fig. 137. 




Soient ir, KK' ks arcs infiniment petits parcourus si-;. 
multanement par ces points ; comme ils se confondent en 

17.. 
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direction avec leurs tangei^tes AP^ BQ, les travaux elemen- 
taires correspondants seront (abstraction faite des signes] 

P.ir et Q.KK'. 
Or on a 

en designant par ct) la quantite angulaire dont le levier a 
tourne, c'est-a-dire Tare decrit par un point sitae a Funite 
*de distance de I'axe. 

Done les travaux moteur et resistant ont pour expressions 

P/7W et Q^w, 

Ct Ton voit qu*ils sont egaux en vertu de Tequation (i) . 

Ainsi, dans le cas ou les points d'application sont trans- 
portes aux points I et K, la demonstration est des plus 
simples. 

Le cas general se ramene aisement a celui-la. Soit AA' 
Fare infiniment petit decrit par le point d' application A, 
que nous pouvons confondre avec sa corde, et A a sa pro- 
jection sur la direction de la force. Je dis que le travail ele- 
mentaire P. A a est le m^me que le travail P,!!' considere 
plus haut, c'est-a-dire que Aa = n'. En effet, les deux 
triangles AaA^ et AIF sont semblables comme ay ant les 
cotes perpendiculaires \ done 



ka AA' 



Or 



done 



FA 



AA[ _ IT 

FA "~ "^ ~ y? ' 

:=: . ou KazzziXX. 

P P 



Mais il faut bien remarquer que cette egalite n'existe 
qu'entre quantites infiniment petites 5 car les arcs ont ete 
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confondus avec leurs cordes. Ce qui est reellement demontre 

ici, c*est que le rapport — ,- ci pour liniite I' unite j quand 

le deplacement 'imprime au letter tend vers zero; et c'est 
aussi dans ce sens qii'il faut entendre I'egalite entre les 
deux travaux elementaires (*). 

Remarque, — Le mot d'Archimede : « Qu'on me donne 
un levier et un point d'appui, et je souleverai le monde », 
a besoin d'un commentaire, pour ne pas prater a une fausse 
interpretation. Sans doute, avec une faible puissance agis- 
sant a Textremite d'un bras de levier suffisamment long, je 
pourrai faire equilibre a un poids aussi grand qu'on vou- 
dra, place de Tautre c6te et a petite distance du point d'ap- 
pui. Mais s'il s'agit de soulever ce poids, de le deplacer 
d'une quantity sensible, ce levier sera d'un tres-mediocre 
effet \ car le chemin parcouru par le poids ne sera qu'une 
fraction excessivement petite du chemin parcouru (fans le 
m^me temps par le point d'application de la puissance, 
fraction marquee par le rapport de la puissance a la resis- 
tance. * 

182. Generalisation des f^esultats precedents. — Si Ton 
rapproche tout ce qui vient d'etre dit sur le travail des forces 
dans les machines simples, soUicitees uniquement par une 
puissance et une resistance en equilibre, on pent en dega- 
ger Tenonce d'une proposition qui con vient a tons les cas, 
Le voici : 

La somme des produits des forces par les projections , 
sur leurs directions respectiy^es , des espaces infiniment 



(*) On remarquera aussi cette proposition, qui ne se presente ici que 
dans un cas particulier, mais dont la generalite est facile a etablir : Lors» 
quon transporte le point d'application d' une force en un point quelconque 
de sa direction f invaria^lement lie au premier ^ le travail ^Umentaire de la 
force ne change pas. 
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petits parcourus simultanement par leurs points d' appli- 
cation, est egale a zero. 

£t cette egalite a lieu pour tout deplacement virtue!, 
compatible avec les conditions du systeme. Les projections 
sont consid^rees comme positives ou negatives, selon 
qu'elles tonibent sur les directions m6mes des forces ou sur 
leurs prolongements. 

Cette proposition s'etend a un systeme de points mate- 
riels lies entre eux de telle mani^re qu'on voudra, et solli- 
cites par un nombre quelconque de forces en equilibre. 
EUe prend alors le nom de principe des vitesses virtuelles. 
La raison de cette denomination est que les deplacements 
infiniment petits des points du systeme sont proportionnels 
a leurs ^vitesses, puisqu'on les concoit accomplis dans un 
m^me temps infiniment petit. Quant au mot virtuel, il 
signifie, comme on I'a dit, que ces deplacements ne sont 
pas effectifs, mais seulement possibles. Ce principe com- 
prend toutes les equations de la Statique. Sa demonstration 
nous entrainerait au delk des bornes d*un Cours elemen- 
taire. Nous nous bornerons a TadmettrCvpour en faire Tap- 
plication au travail des machines sollicitees par des forces 
quelconques, mouvantes et resistantes. 

183. TTieoreme de la transmission du travail. — In- 
fluence des resistances passii^es, . — Considerons une ma- 
chine a r^tat de mouvement uniforme, et soient T„ la 
somme des travaux developpes par les forces mouvantes 
depuis Forigine du mouvement uniforme, ou le trai^ailmo- 
teur total; T„ la somme des travaux dus aux resistances 
utiles, ou le travail resistant utile; T^ le travail du aux 
resistances passives, ou le travail resistant passif. 

Puisque les forces se font equilibre, la somme algebrique 
de leurs travaux elementaires est nuUe a chaque instant, en 
vertu du principe precedent 5 et, par consequent, la somme 
totale des travaux moteur et resistant, qui repondent a des 
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deplacements finis et simultanes de tous les points d' appli- 
cation, est egaiement nolle. On a done 

T« — T„ — Tp == o, 
ou . 

■Ifli X|r ~T~ ^p- 

Ainsi, a partir du moment ou une machine a pris son mou- 
vement uniforme, le travail moteur est egal au travail re- 
sistant utile, augmente du tras^ail resistant passif. 

Deja, dans le cas du treuil, nous avions apprecie Tin- 
fluence des resistances passives et fait voir qu'elles entrai- 
naient une perte du travail moteur. 

En general, il resulte de Tequation precedente que Ton a 

*« .^ *u i 

car T^ est de m^me signe que T„ et n'est jamais nul. Ainsi 
le trai^ail moteur est toujours plus grand que le travail re- 
sistant utile. En d'autres termes, une machine transmet 
moins de travail utile qu'elle n'en refoit. 

Le rapport ~ i toujours inferieur a i , se nomme le ren- 

dement de la machine. II est tr^s-variable d'une machine a 
une autre : dans certaines 'machines, il tombe a o,4S, a 
0,355 dans les meilleures, il s'^leve au plus a 0,80. 

C'est faute de connaitre la th^orie de la transmission du 
travail que certaines personnes se font des idees exagerees 
sur la puissance des machines. 

184. Du cheval-vapenr, — Lorsqn'il s'agit d'apprecier le degre 
de puissance d'une machine qui fonctionne d'une maniere con- 
tinue, il y a lieu, comma nous Favons dejk dit (173), d\|ssocier 
la consideration du temps a celle du travail. Deux machines 
seront evidemment de force tres-inegale si, pour arriver a pro- 
duir^ la meme quantity de travail, il leur faut des temps tres- 
differents. L' unite dynamique gen^ralement adoptee, dans le calcul 
de Teffet des machines, est le ckeval-vapeur, qui represente un 
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travail de 'jS kilqgramm^tres par seconde. L'orig:ine de cette unite 
remonte k Tepoque ou foncdonna la premiere machine a vapeur, 
dans les usines da comte de Gor^ouailles; cette machine faisait 
marcher les pompes destinees k Tepuisement des eaux d'infiltration. 
Le travdil ay ant ete fait jusque-lk par des chevaux atteles k un ma- 
nege, on fat naturellement conduit k mesurer la force de la ma- 
chine par celle des chevaux qu'elle etait destinee h. remplacer. Mais 
il faut se garder de confondre le cheval-vapeur avec le travail d'un 
cheval ordinaire qu'on ne veut pas surmener. Ainsi un cheval, attele 
a un manege et allant au pas (allure la plus favorable au travail), ne 
peut exercer un effort moyen superieur k 45 kilogrammes, ni tra- 
vailler plus de 8 heures par jour. En estimant k o™,90 le chemin 
que fait Tanimal par seconde, on obtient un travail de ^o^^"^^ 5 par 
secoude. Mais, pour le cheval-vapeur, la dur^ du travail jouma- 
lier n'est plus limits k 8 heures, elle est de ^4 heures. En conse- 
quence, le rapport du tra'vail joumalier du cheval-vapeur k celui 
du cheval ordinaire aitele k un manege est 

. 75.24.3600 ^5 K KC 

40 , 5 . 8 . 3600 i3,5 ' 

Ainsi le cheval-vapeur, marchant jour et nuit, r^presente plus de 
cinq fois le travail d'un cheval ordinaire attele k un manege. 

La comparaison serah un peu moins desavantageuse pour le 
cheval ordix^re, si on le supposait employe a tirer une voiture 
sur une route. Dans ce.cas, il pQut, sans etre surmene, exercer, 
allant au pas, une traction de 70 kilogrammes, ce qui donne un 
travail de 63 kilogramm^tres par seconde ; et la duree du travail peut 
etre port^e k 10 heures par jour.Le rapport du cheval-vapeur au 
cheval ordinaire devient alors ^. Le cheval-vapeur represente 
done environ le travail de trois chevaux ordinaires, qui seraient 
employes a tirer une voiture. 

ISo. De la force vwe, — Relation entre la force vwe 
et le trqi^ail dans le mou^ement rectiligne d'un point 
materiel, -r- A la consideration du travail se f^attaclie inti- 
niement la notion de la force vis^e, qui joue un r61e ini- 
portant dans le calcul de Teffet des machiiies. 
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On appelle ybrce i;iue d'un point materiel en mouvement 
le produit de sa masse par le carre de sa vitesse, mv^*. Ce 
produit nest pas, a proprement parler, nne force, mais 
bien un ejffet dynamique tout a fait comparable au travail, 
ainsi qu'on va le voir. 

Si un corps de poids p tombe en chute libre d'une hau- 
teur A, le travail correspondant est ph. Or on sait (137 ) 
que la hauteur h est liee a la vitesse ^, acquise a la fin de la 

chute, par la relation A = — - L'expression du travail prend 
done la forme 

p^ ou - mt''. 

2 g 7, 

Ainsi le travail produit par la pesanteur sur un mobile en 
chute libre est*egal a la demi-force vive acquise a la fin de 

la chute. 

Si le poids p glisse sur un plan incline d'un angle a a 
rhorizon, on a vu (163) que le carr^ de la vitesse corres- 
pondant a I'espace decrit x est 

t^'irz: igx sin a. 

Or«le travail se mesure, dans ce cas, en multipliant la 
force estim^e suivant la direction du chemin par la lon- 
gueur du chemin, ce qui donne 

/?sina..r, 



t^ 



p2 



OU, en rempla9ant oc sina par sa valeur — ? 



1^.', 



2 g 

comme ci-dessus. 

L'expression precedente s'^tend a tout mouvement rec- 
liligne uniformemenl varie, puis a un mouvement recti- 
ligne quelconque. 
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En eSet, soient F la force constante appliquee au point dont h 

. • F 

masse est m, © Vacceleration = — 5 p« la vitesse initiale, p la vitesse 

/» 

acquise au bout du temps t, e Tespace parcouru ; on a 

>et le travail r, qui i^epond au chemin e, est 

Cela pose, ^iminons le temps t entre les equations (i). II vient sue- 
cessivement 









(^ 



d'oii 



et 



? \ 2 ■' 






r z= - m[if^ — rj ). c. q. f, d. 



Maintenant, pour passer a un mouvement rectiligne quelcouque, 
il suffira de partager le temps en intervalles infiniment petits, du- 
rant lesquels la force sera consideree comme constante , puis de 
f aire la somme des travaux elementaires correspondants. Si Poi ^'u 
-Vj,^ » ., (^M~i , (^R designent les vitesses successives du mobile an 
commencement et ^ la fin de ces intervalles, et r,, r^, Ta, . . . , t» 
les travaux correspondants, on aura 

^ ^ ^ 

•d'oti le travail total 

T=im(p„'-^;). 
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Ainsi le travail de la force pendant un intenfolle de temps quel- 
conque est egal (en grandeur et en siene) a la demi-variation de 
force vive du mobile pendant cet intervalle, 

Tel est leprincipe des forces vives pour un point materiel libre, 
anime d'un mouvement rectiligne. 

II convient egalement k un corps de dimensions finies dont 
tous les points sent animes k chaque instant d'une m^me yitesse 
et decrivent des droites paralleles. On appelle alors force viue du 
corps la somme des forces vives de tous les points materiels qui 
le composent, ou encore le produit de sa masse par le carre de sa 
Vitesse. 

Ge principe fournit une expression tr^s-commode du travail, 

quand la vitesse du mobile est donnee par Tobservation. Par 

exemple, un cours d'eau ayant une vitesse moyenne de 0^,75, 

et debitant 5ooo litres par seconde, donnerait une force vive 

egale k 

5oooX (0*75)2 

9,8088 — =^^' 

et, par suite, un travail moteur disponible egal k la moitie de ce 
nombre, soit i43 kilogramm^tres par seconde. 

Si une voiture de roulier, pesant 10 000 kilogrammes, doit ^tre 
mise en mouvement par des chevaux, avec la vitesse du pas ordi- 
naire, I m^tre par seconde, la force vive correspondante sera 




P . 10 000 X ' 



— f' 



g 9,8088 



^^ 1020 (environ). 



La quantite de travail que les chevaux devront produire dans le 
premier instant, pour vaincre Tinertie de la voiture et lui impri- 
mer cette vitesse, sera moitie de ce nombre ou 5io kilogramm^tres 
(sans compter les resistances passives). Toutefois un travail aussi 
considerable n*est n^cessaire que dans la premiere seconde, pour 
faire entrer la voiture en mouvement : il s'abaisse a un chiffre infe- 
rieur des qu'elle roule r^ulierement. 

Dans le choc des corps spheriques complStement mous (170), 
il y a une perte deforce vive dont Texpression merite dMtre re- 
marquee. 




La somme des forces Vives da syst^me avant le choc est 
et, apres le choc, • 

u designant la Vitesse eomnnme ;— • Or la difference 

n'est pas alteree en retranchant la quantite nuUe 
il vient done 

quantity eviderament positive. Ainsi laperte deforce vive estegale 
a la somme des forces vives correspondant aux vitesses perdues par 
les deux corps. Ce r^ultat est un cas particulier d*im theoreme dii 
a Carnot. 

Au contraire , dans le choc des corps parfaitement elastiques, 
la somme des forces vives se retrouve la m^me apres qu' avant le 
choc : en effet, la difference 

tnv^ 4- m V* — w V — m' V" 
est egale k 

mu^ -{- m^ v'^ —^ w (2 a — !')' — /»' (2« —p*y 

ou k 

^u^mv-^ mW -^ mti — m'«), 

quantite identiquement nulle. Done, dans le choc des corps spJie^ 
riques parfaitement elastiques, il n*y a ni perte ni gain de force 
Vive. 

186. Expression duprincipe general des forces ^vwes; 
consequences, — Dans un Cour^ plus eleve, on fera voir 
comment le principe des forces vives s'etend d'abord a uni 
point materiel anime d'un mouvement curviligne quel- 



^ 
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conque, pui^ k un syst^me de points materiels lies entre 
euxde telle maniere que Ton voudra. Nous radmettrons 
ici dans toute sa gen^ralite, afin d'en tirer quelques conse- 
quences utiles sur le travail des machines. 

En conservant les notations precedentes, et designant 

par la caracteristique y une somme de termes semblables 

etendue a tons les points de la machine, le principe des 
forfees fives s'^xprimera par T^quation 

Si Foa'considere le travail de la machine a partir de Fori- 
gine du mouvement, il faut faire dans cette equation Uo = o, 
et comme alors le premier membre est essentiellement po- 
sitif il en doit 6tre de m6me du second. Done on a 

T», _^ T„ -f- Ty,. 

Ainsi le travail moteur, compte h partir du moment oil 
la machine entre en moui^ement, Vemporte sur le trai^ail 
resistant total. 

Si Fon suppose que la machine soit pajvenue a Fetat de 
mouvement uniforme, et que Fon ne compte le travail qu'a 
partir de cet instant, il faut faire dans Fequation (i) j^ = v^o ^ 
le premier membre devient nul, et Fon retrouve Fequation 
du n** 183, c'est-a-dire F^galite du travail moteur au travail 
resistant total. 

187. Impossibilite du mouvement perpetueL — Sup- 
posons qu'une machine ait et^ mise en mouvement d'une 
maniere quelconque, et que les forces mouvantes viennenl 
a disparaitre. Ecartons m^me tout travail utile, afin de di- 
minuer les resistances qui s'opposent k la continuation du 
mouvement; Fequation (i) se reduira a 

(2) ^mu^ ~^rni>^ — 2T^. 




